
Беларускi унiверсiтэт культуры 
 

 
  На правах рукапiсу 

 
УДК 658.512.22.011.56 
 
 
 
 
 
 

ГАНЧАРОВА Святлана Аляксандраўна 
 
 

ГЕАМЕТРЫЧНАЕ КАНСТРУЯВАННЕ НА АСНОВЕ  
МАТЭМАТЫЧНЫХ I КIБЕРНЕТЫЧНЫХ МЕХАНIЗМАЎ 

IЕРАРХIЧНЫХ МНОГАЎЗРОЎНЕВЫХ СIСТЭМ 
 
 

05.13.12 - сiстэмы аўтаматызацыi праектавання 
 
 
 

Дысертацыя 
 

на суiсканне вучонай ступенi 
 кандыдата тэхнiчных навук 

 
 
 
 

Навуковы кiраўнiк 
кандыдат тэхнiчных навук, 
дацэнт Бураўкiн А.Г. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 Мiнск 2000 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



 2 

ЗМЕСТ 
 
 
ПЕРАЛIК УМОЎНЫХ АБАЗНАЧЭННЯЎ ............................................................... 4 
УВОДЗIНЫ.................................................................................................................... 5 
АГУЛЬНАЯ ХАРАКТАРЫСТЫКА РАБОТЫ .......................................................... 8 
1. МЭТА РАБОТЫ I ЯЕ ТЭАРЭТЫЧНАЯ АСНОВА ............................................ 13 

1.1. Мэта даследаванняў ......................................................................................... 13 
1.2. Аналiз прадметнай вобласцi ............................................................................ 14 

1.2.1. Класы геаметрычных выразаў .................................................................. 14 
1.2.2. Высновы з агляду ....................................................................................... 23 

1.3. Пастаноўка задачы ........................................................................................... 24 
1.4. Асноўныя палажэннi тэорыi iерархiчных многаўзроўневых сiстэм ........... 25 

1.4.1. Матэматычны выраз двухузроўневай сiстэмы........................................ 27 
1.4.2. Лiкавая i геаметрычная iнфармацыя ў S  ............................................... 31 

1.5. Высновы ............................................................................................................ 38 
2. IЕРАРХIЧНАЯ СIСТЭМА ГЕАМЕТРЫЧНЫХ ВЫРАЗАЎ .............................. 40 

2.1. Агульнае азначэнне геаметрычных выразаў ................................................. 40 
2.1.1. Метрычныя характарыстыкi ..................................................................... 45 
2.1.2. Мяжа ............................................................................................................ 47 
2.1.3. Структура .................................................................................................... 47 

2.2. Класы структур геаметрычных аб'ектаў ........................................................ 48 
2.2.2. Азначэнне ўмоўнай кропкi ........................................................................ 49 
2.2.3. Участак лiнii  .............................................................................................. 51 
2.2.4. Азначэнне кавалка ўмоўнай лiнii ............................................................. 52 
2.2.5. Уласцiвасцi кавалкаў умоўных лiнiй ....................................................... 53 
2.2.6. Узаемадзеянні ўмоўных кропак і ліній .................................................... 55 
2.2.7. Кавалак паверхнi ........................................................................................ 60 
2.2.8. Азначэнне ўмоўнага кавалка паверхнi (лапiка) ...................................... 60 
2.2.9. Уласцiвасцi ўмоўнага кавалка паверхнi .................................................. 61 
2.2.10. Трохмерны аб'ект ..................................................................................... 63 
2.2.11. Уласцiвасцi 3-мерных аб'ектаў ............................................................... 64 

2.3. Спосаб пабудовы геаметрычных аб'ектаў ..................................................... 65 
2.3.1. Дзеяннi з геаметрычнымi аб'ектамi .......................................................... 65 
2.3.2. Спосаб пабудовы геаметрычных аб'ектаў ............................................... 67 

2.4. Высновы ............................................................................................................ 68 
3. СIСТЭМА ДЗЕЯННЯЎ З ГЕАМЕТРЫЧНЫМI ВЫРАЗАМI ............................ 70 

3.1. Механiзм развiцця сiстэм ва ўмовах раўнавагi ............................................. 70 
3.2. Механiзм развiцця сiстэм ва ўмовах росту .................................................... 77 
3.3. Узоры паводзін сістэм у розных умовах ........................................................ 81 
3.4. Высновы ............................................................................................................ 84 

4. АЗНАЧЭННЕ I КЛАСIФIКАЦЫЯ РУХАЎ I ДЭФАРМАЦЫЙ ........................ 86 
4.1. Матэматычнае азначэнне рухаў на розных узроўнях ................................... 86 
4.2. Асноўны алгарытм дынамiкi структур .......................................................... 90 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



 3 

4.3. Высновы ............................................................................................................ 91 
5. УЗОРЫ ПРЫМЯНЕННЯ ІЕРАРХІЧНЫХ ГЕАМЕТРЫЧНЫХ ВЫРАЗАЎ У 
ЗАДАЧАХ ДАСЛЕДАВАННЯ РУХАЎ I ДЭФАРМАЦЫЙ .................................. 93 

5.1. Узоры азначэння метрычных характарыстык узаемадзеянняў ................... 93 
5.1.1 Выгiбанне плоскай лiставой загатоўкi ...................................................... 93 
5.1.2. Выгiбанне ў цылiндр ................................................................................. 95 
5.1.3. Бягучыя хвалi дэфармацыi ........................................................................ 96 
5.1.4. Мадэляванне кінематычных механізмаў ................................................. 97 

5.2. Матэматычныя выразы станаў размернасці будовы .................................... 97 
5.3. Прыклады тэхналагiчных аперацый над лiставымi дэталямi .................... 101 

5.3.1. Апiсанне праграмнай рэалiзацыi ............................................................ 102 
5.4. Высновы .......................................................................................................... 103 

ЗАКЛЮЧЭННЕ ........................................................................................................ 105 
СПIС ВЫКАРЫСТАНЫХ КРЫНIЦ ...................................................................... 108 
 
  

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



 4 

ПЕРАЛIК УМОЎНЫХ АБАЗНАЧЭННЯЎ 
 

САПР - сiстэма аўтаматызацыi праектавання 

АIС - аўтаматызаваныя iнфармацыйныя сiстэмы 

АСК ТПВ - аўтаматызаваная сiстэма кiравання тэхналагiчнай 

   падрыхтоўкай вытворчасцi 

СКБЗ - сiстэма кiравання базай звестак 

ПЗ - праграмнае забеспячэнне 

ЛПК - лiкавае праграмнае кiраванне 

МКЭ - метад канечных элементаў 

МГЭ - метад гранiчных элементаў 

CAD - computer aided design 

BR - boundary representation 

CSG - constructive solid geometry 
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УВОДЗIНЫ 
 
 Стан эканомiкi, жыццёвы ўзровень насельнiцтва, абароназдольнасць 
дзяржавы азначаюцца яе навукова-тэхнiчным i вытворчым патэнцыялам. Усё 
большую каштоўнасць набывае здольнасць прамысловасцi аператыўна 
забяспечваць выпуск якаснай прадукцыi з адначасовым скарачэннем тэрмiнаў, 
хутчэй ствараць i ўкараняць новыя распрацоўкi. 
 Ва ўсiм свеце паскоранымi тэмпамi ажыццяўляецца мадэрнiзацыя 
вытворчасцi на базе ўкаранення навейшых iнфармацыйных тэхналогiй шляхам 
стварэння iнтэграваных вытворчых камп'ютэрызаваных сiстэм [1]. 
 Адным з важнейшых шляхоў паскарэння навукова-тэхнiчнага прагрэсу i 
павышэння эфектыўнасцi вытворчасцi з'яўляецца аўтаматызаванае праектаванне 
з выкарыстаннем ЭВМ i матэматычных метадаў. Сучасныя задачы, узнiкаючыя 
перад навукай i вытворчасцю, выклiкаюць неабходнасць праектавання ўсё больш 
складаных тэхнiчных аб'ектаў у сцiслы тэрмiн. Задаволiць супярэчлiвыя 
патрабаваннi павышэння складанасцi аб'ектаў, сцiскання тэрмiнаў i паляпшэння 
якасцi праектавання дазваляе шырокае прымяненне вылiчальнай тэхнiкi для 
рашэння праектных задач (аўтаматызаванае праектаванне). 
 Апошнiя дзесяцiгоддзi характарызавалiся глыбокай распрацоўкай 
навуковых асноў тэорыi аўтаматызаванага праектавання. Значны ўклад у яе 
развiццё ўнеслi беларускiя вучоныя, у тым лiку член-карэспандэнт АНБ 
Г.К.Гаранскi [2]. 
 Пытанням аўтаматызаванага праектавання прысвечана вялiкая колькасць 
работ, сярод якiх работы Махнача У.I., Наранкова I.П., Осiпава У.А., Пятрэнкi 
А.I., Раковiча А.Г., Рымскага Г.В., Старадзеткi Я.А., Танаева В.С., Цвяткова В.Д., 
Ярмаша М.А. [3-10] i др., а таксама цэлы шэраг iншых вынiкаў, напрыклад, [11-
14]. Сярод замежных трэба адзначыць [15,16]. 
 Камп'ютэрныя тэхналогii забяспечваюць рост якасцi праектуемых вырабаў 
за кошт удасканалення метадаў праектавання, улiчваючых магчымасцi сучасных 
хуткасных вылiчальных комплексаў i сiстэм, а таксама метадаў i праграмных 
сродкаў матэматычнага мадэлявання складаных тэхнiчных аб'ектаў. Iнтэнсiўнае 
развiццё аўтаматызацыi праектавання прывяло да з'яўлення кiрунку "вылiчальная 
геаметрыя", якi ў наш час стаў самастойнай дысцыплiнай у галiне распрацоўкi 
алгарытмаў рашэння геаметрычных задач з дапамогай ЭВМ i з'яўляецца 
неад'емнай часткай аўтаматызацыi праектавання. Тэрмiн "вылiчальная 
геаметрыя" у адносiнах да САПР упершыню скарыстаў Форэст А. [17], якi даў 
азначэнне вылiчальнай геаметрыi - гэта прадстаўленне ў ЭВМ, аналiз i сiнтэз 
iнфармацыi аб геаметрычным вобразе. 
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 Цэлы шэраг прыкладных абласцей, такiх як распазнанне вобразаў, 
машынная графiка, апрацоўка выяў, машыннае праектаванне, робататэхнiка, 
з'яўляюцца асяроддзем, у якiм сфармiравалася гэта дысцыплiна. Работы, якiя 
маюць дачыненне да дадзенага кiрунку даследаванняў, адлюстроўвае 
бiблiяграфiя, прадстаўленая ў рабоце [18]. 
 Асобую роль у аўтаматызаваным праектаваннi iграюць мадэлi i метады 
рашэння геаметрычных задач. Геаметрычная iнфармацыя i задачы складаюць 
значную частку задач праектавання. 
 САПР - адна з асноўных вобласцей прымянення сiстэм геаметрычнага 
мадэлявання i машыннай графiкi. Цэнтральным месцам у САПР гiстарычна было 
стварэнне i прадстаўленне формы. Па гэтай тэме распрацаваны магутныя сродкi 
канструявання, азначэння i аналiза трохмерных цел, крывых i паверхняў. Гэтыя 
сродкi складаюць базiс многiх САПР [19-21]. 
 У апошнi час вялiкую ўвагу ўдзяляюць праблеме ўнiфiкацыi прадстаўлення 
геаметрычнай [22] i графiчнай iнфармацыi як у нас, так i за мяжой. (Сiстэмы GKS, 
CORE, i др., айчынныя - пакеты ГРАФОР, ГIМАП, ФАП-КФ, СIГАМ, СIМАК i 
iнш.) 
 На вялiкую значнасць унiфiкацыi геаметрычнай i графiчнай iнфармацыi 
указвалi такiя даследчыкi як Кiмура Т., Безье П., Прiнс М.Д., Гiлой В., Завьялаў 
Ю.С., Осiпаў У.А., Фралоў С.А., Клiмаў В.Е., Старадзетка Я.А., Гарэлiк А.Г. i iнш. 
 Тэарэтычныя пытаннi ўнiфiкацыi прадстаўлення iнфармацыi распрацаваны 
недастаткова. Адным з такiх пытанняў з'яўляецца стварэнне i выкарыстанне 
адзiнай геаметрычнай мадэлi. Традыцыйныя сiстэмы геаметрычнага мадэлявання 
маюць справу з аднароднымi аб'ектамi адной выбранай размернасцi. Неабходна 
сiстэма прадстаўленняў, у якой пераход мiж геаметрычнымi аб'ектамi 
размернасцей 1, 2, 3 выконваўся б у межах гэтага ж прадстаўлення. 
 Прызначэнне матэматычнай мадэлi - дакладнае прадстаўленне 
праектуемага тэхнiчнага аб'екта з мэтай iнжынернага аналiза разнастайных 
варыянтаў праекта i выбару лепшага з iх. Як правiла, iнжынерны аналiз 
суправаджаецца iмiтацыяй паводзiн аб'екта ў розных умовах яго функцыявання. 
Акрамя канструявання формы, у апошнi час значна павялiчылась неабходнасць 
распрацоўкi мадэлей i метадаў у галiне канструявання механiзмаў, робататэхнiкi i 
камп'ютэрнай анiмацыi для праектавання i аналiза кiнематыкi i дынамiкi рухаў i 
механiзмаў. Гэтыя сродкi патрэбныя пры канструяваннi вырабаў з больш 
складанай геаметрыяй, якая ўключае рухомыя часткi, а таксама для распрацоўкi, 
аналiза i аптымiзацыi вытворчых працэсаў [23]. 
 У апошнiя гады робяцца спробы прымянiць геаметрычныя метады САПР 
да праектавання рухаў [24]. Дастасаванне метадаў аўтаматызаванага 
канструявання да задач анiмацыi i робататэхнiкi наблiжае да ўнiфiкаванага 
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падыходу ў праектаваннi формы, рухаў i механiзмаў. Блiжэй да стратэгiчнай мэты 
- распрацаваць метады для канструявання вырабаў i аналiза iх вытворчасцi, 
адначасова маючы на ўвазе форму, кiнематыку i дынамiку, што палепшыць паток 
дадзеных з САПР у вытворчасць i прывядзе да палепшаных метадаў 
праграмавання i кiравання прамысловымi робатамi i станкамi з ЛПК. 
 У абзорах [25,26] апiсаны падыходы да рашэння задач праектавання рухаў, 
у [27,28]- да iмiтацыi дэфармацый. 
 Распрацаваныя сродкi не могуць быць выкарыстаны ў нязменным выглядзе 
з-за iх надзвычайнай спецыялiзаванасцi, арыентацыi на выкарыстанне ў рамках 
канкрэтных сiстэм, а таксама адсутнасцi алгарытмiчнай паўнаты. 
 Таму распрацоўка сродкаў iмiтацыi рухаў i дэфармацый у рамках адзiнай 
мадэлi i метадаў iх рэалiзацыi - актуальная навуковая задача, рашэнне якой 
накiравана ў канечным выпадку на паскарэнне распрацоўкi новых вырабаў i 
ўкараненне iх у вытворчасць. 
 Гэта дысертацыйная работа прысвечана стварэнню i даследаванню тэорыi, 
метадаў i алгарытмаў iмiтацыi звязаных рухаў i дэфармацый. 
 Вывучэнне дынамiкi аб'екта канструявання, iмiтацыя яго рухаў (дзеянняў) 
у навакольным свеце i змены яго будовы (дэфармацыi) вядуцца ўжо на працягу 
больш за 20 гадоў. Сёння можна канстатаваць вялiкую колькасць разнастайных 
метадаў i алгарытмаў у гэтым кiрунку. Падобная разнастайнасць сведчыць аб 
адсутнасцi адзiнага здавальняючага метада i аб актуальнасцi далейшага  
вывучэння азначаных задач. 
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АГУЛЬНАЯ ХАРАКТАРЫСТЫКА РАБОТЫ 
 

 Актуальнасць тэмы. Працэс стварэння геаметрычнага прадстаўлення 
(геаметрычнага выраза) аб'екта канструявання, якi звычайна называецца 
геаметрычным канструяваннем, ляжыць у аснове сiстэм аўтаматызаванага 
праектавання (САПР), iнжынернага аналiза i тэхналагiчнай падрыхтоўкi 
вытворчасцi. Геаметрычнае канструяванне зараз склалася ў самастойны кiрунак 
агульнай тэорыi i практыкi САПР, а сiстэмы геаметрычнага канструявання 
разглядаюцца як асноўныя падсiстэмы САПР. Такiм чынам геаметрычны выраз 
аб'екта канструявання мусiць быць узгоднены з усiмi стадыямi працэса 
аўтаматызаванага канструявання. Асаблiвую значнасць гэты выраз мае ў разлiках 
рухаў i дэфармацый у задачах iнжынернага аналiза. 
 З развiццём вылiчальнай тэхнiкi пашыраецца круг метадаў, якiя ўжываюцца 
для рашэння задач геаметрычнага канструявання. Распрацоўка геаметрычных 
выразаў i даследаванне iх уласцiвасцяў прыцягвае пiльную ўвагу ва ўсiм свеце. 
Найбольш значныя поспехi ў стварэннi матэматычнага i праграмнага 
забеспячэння сiстэм прадстаўлення i апрацоўкi графiчнай iнфармацыi i 
геаметрычнага канструявання належаць ЗША, Японii i некаторым краiнам 
Заходняй Еўропы. 
 У сучасных сiстэмах аўтаматызаванага канструявання можна выдзелiць два 
асноўных класы геаметрычных выразаў - гранiчнае прадстаўленне (Boundary 
Representation, BR) i канструктыўная геаметрыя 3-мерных аб'ектаў (Constructive 
Solid Geometry, CSG). Згаданыя прадстаўленнi арыентаваны на адасобленае 
даследаванне руху i дэфармацыi аб'екта канструявання i не ўлiчваюць iх сувязi. 
 Немагчымасць рашэння задач узгодненага змянення структур розных 
узроўняў (сувязi рухаў i дэфармацый) абумоўлена, у першую чаргу, 
абмежаванасцю iснуючага тэарэтычнага апарата, якi звязвае геаметрыю аб'ектаў i 
iх навакольнага свету з фiзiчнымi, хiмiчнымi, тэхнiчнымi i iншымi 
характарыстыкамi. У задачах канструявання аб'ектаў названых класаў неабходна 
ўлiчваць гэтую сувязь рухаў сiстэм з дэфармацыямi iх структур, або, iншымi 
словамi, сувязь дэфармацый структур на розных узроўнях, цi сувязь рухаў розных 
узроўняў. 
 Распаўсюджаныя метады iмiтацыi рухаў i дэфармацый (iнтэгра-
дыферэнцыяльныя ўраўненнi, метады канечных i гранiчных элементаў) [29-38] не 
арыентаваныя на рашэннi такiх задач i разглядаюць рухi i дэфармацыi адасоблена, 
не ўлiчваючы iх мiжузроўневыя сувязi ў iерархiчнай прасторы. Iх прымяненне для 
азначаных мэт патрабуе стварэння складаных комплексаў мадэляў, вялiкiх 
выдаткаў машынных рэсурсаў i абмежавана адносна простымi выпадкамi. Iнакш 
кажучы, вядомыя кiрункi тэарэтыка-множнай матэматыкi не дазваляюць 
разглядаць гэтыя з'явы разам. Такiм чынам, заснаваная на iерархiчных з'явах 
значная частка задач iнжынернага аналiза, кiравання рухам бiямеханiчных сiстэм 
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(непасрэдна абумоўленым дынамiкай iх структур) [39-40] i г.д. застаецца 
недастаткова фармалiзаванай у тэарэтыка-множным апараце. Таму распрацоўка 
тэарэтычных сродкаў iмiтацыi рухаў i дэфармацый з'яўляецца актуальнай. 
 Сувязь работы з вялiкiмi навуковымi праграмамi i тэмамi. Работа 
выканана на кафедры інфармацыйных тэхналогій у культуры Беларускага 
універсітэта культуры і ў лабараторыі іерархічных многаўзроўневых сістэм 
Інстытута матэматыкі і кібернетыкі ў рамках наступных НДР: мэтавай 
комплекснай навукова-тэхнiчнай праграмай О.Ц.027, а таксама ў адпаведнасцi з 
комплекснай праграмай "Машынабудаванне" Рэспублiкi Беларусь, пастановамi 
дырэктыўных органаў, мiжгалiновай комплекснай рэспублiканскай навукова-
тэхнiчнай праграмай па iнфарматыцы. 
 Мэта i задачы даследавання. Мэтай работы з'яўляецца пашырэнне 
функцыянальных магчымасцей САПР, скарачэнне тэрмінаў праектавання і 
паляпшэнне якасці праектных рашэнняў праз распрацоўку i даследаванне 
геаметрычных мадэляў, арыентаваных на задачы дынамiкi аб'ёмных цел у 
неаднародных прасторах з улiкам сувязi аб'екта канструявання, яго навакольнага 
свету i кiруючай сiстэмы. 
 Гэтыя выразы павiнны ўключаць апiсанне геаметрыi i фiзiчных 
уласцiвасцяў сiстэм розных узроўняў i дазваляць звязаць дынамiку iх структур. 
 Акрамя гэтага яны павiнны даваць магчымасць iмiтаваць мэтанакiраваныя 
паводзiны сiстэм ва ўмовах рознай неакрэсленасцi iх ведаў аб дынамiчным 
неаднародным навакольным свеце, у якiм адбываецца iх рух (напрыклад, у 
выпадках навучання кiраванню новымi тэхнiчнымi сродкамi, калi з цягам часу 
адбываецца адаптацыя да незнаёмай раней сiстэмы i рухi атрымлiваюцца ўсё 
болей хуткiмi i дакладнымi) [41]. 
 Для дасягнення пастаўленай мэты неабходна рашыць наступныя асноўныя 
задачы: 
 - стварэнне агульнага азначэння геаметрычнага аб'екта ў выглядзе iерархiчнай 
многаўзроўневай сiстэмы, iнварыянтнай адносна прыроды сiстэм i тым самым 
дазваляючай звязаць геаметрычную iнфармацыю з параметрамi iншых этапаў у 
сiстэмах канструявання; 
 - стварэнне звязаных выразаў геаметрычных аб'ектаў рознай размернасцi (кропкi, 
лiнii, паверхнi i аб'ёмныя целы) як асобных выпадкаў агульнай канструкцыi; 
 - стварэнне сiстэмы дзеянняў з геаметрычнымi аб'ектамi; 
 - азначэнне ў тэрмiнах двухузроўневай сiстэмы рухаў i дэфармацый рознай 
прыроды (ад фiзiчнай да бiямеханiчнай) i розных ўзроўняў неакрэсленасцi ведаў 
аб структурах i дынамiцы рухомых сiстэм i прастораў, у якiх выконваюцца рухi. 
 Аб'ект i прадмет даследавання: тэарэтычныя i праграмныя сродкi 
прадстаўлення геаметрычнай iнфармацыi, iмiтацыi звязаных рухаў i дэфармацый 
у сiстэмах канструявання. 
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 Метадалогiя i метады праведзенага даследавання. Базавым 
тэарэтычным апаратам для рашэння пастаўленых задач з'яўляецца тэорыя 
iерархiчных многаўзроўневых сiстэм. Акрамя гэтага, прыменена таксама 
геаметрыя (у тым лiку тапалогiя), алгебра (групы, кольцы, палi сапраўдных i 
камплексных лiкаў, лiнейныя прасторы), тэорыя дынамiчных сiстэм i тэорыя 
аўтаматызаванага праектавання складаных тэхнiчных аб'ектаў. 
 Навуковая навiзна i значнасць атрыманых вынiкаў. Распрацаваныя  
выразы ўключаюць апiсанне геаметрыi i фiзiчных уласцiвасцяў сiстэм розных 
узроўняў i дазваляюць звязаць дынамiку iх структур. 
 Акрамя гэтага, яны даюць магчымасць iмiтаваць мэтанакiраваныя 
паводзiны сiстэм ва ўмовах рознай неакрэсленасцi iх iнфармацыi аб дынамiчным 
неаднародным навакольным свеце, у якiм адбываецца iх рух. 
 Прапануемая iерархiчная многаўзроўневая сiстэма геаметрычных выразаў 
аб'ёмных цел адрознiваецца ад раней вядомых геаметрычных прадстаўленняў 
наяўнасцю структур у геаметрычных аб'ектаў любой размернасцi, 
бесперапынным спалучэннем дыскрэтных сiстэм сваiмi элементамi (дэталямi) 
больш нiзкiх узроўняў, магчымасцю змянення тапалагiчных характарыстык 
аб'ектаў са змяненнем iх маштабаў, мiжузроўневымi сувязямi геаметрычных 
параметраў з фiзiчнымi характарыстыкамi сiстэм, узгодненым змяненнем 
структур розных узроўняў. 
 Сiстэма выразаў, якая мае згаданыя ўласцiвасцi, з'яўляецца прынцыпова 
новай, а задача яе пабудовы - актуальнай i практычна значнай у сучасных сiстэмах 
аўтаматызаванага канструявання тэхнiчных i бiямеханiчных аб'ектаў і 
робататэхніцы. 
 Практычная i эканамiчная значнасць атрыманых вынiкаў. Навуковыя 
вынiкi дысертацыi выкарыстаны ў навукова-даследчых i вопытна-канструктарскiх 
праектах у НВА "Гарызонт" (праектаванне i распазнаванне дэфектаў друкаваных 
плат), вытворчым аб'яднаннi "Экран" (у сродках САПР тэхналагiчнай 
падрыхтоўкi вытворчасцi), Гандлёва-прамысловым саюзе (тэхналогiя 
канструявання дэталяў машiн у iерархiчных многаўзроўневых сiстэмах), у 
праектах ICIMS-NoE i AMETMAS-NoE-CP96-0026 праграмы INCO- 
COPERNICUS Еўрапейскага Саюза (Robot Control System Design), а таксама ў 
навучальным працэсе Беларускага унiверсiтэта культуры (па курсу 
"Камп'ютэрная графiка"), Вучэбнага Цэнтра павышэння квалiфiкацыi вышэйшых 
iнжынерных кадраў прадпрыемстваў радыётэхнiчнай, электроннай, 
электратэхнiчнай, оптыка-механiчнай i прыбора-будаўнiчай галiн Мiнiстэрства 
прамысловасцi пры БДПА "Кадры iндустрii" ("Сучасныя тэхналогii i паляпшэнне 
эфектыўнасцi вытворчасцi") і гімназіі-коледжа № 24. 

Рэкамендацыi па выкарыстанню - прапанаваная сiстэма геаметрычных 
выразаў i распрацаваныя выразы рухаў i дэфармацый могуць быць выкарыстаны 
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як для праектавання геаметрычных аб'ектаў, так i для iмiтацыi змены рэальных 
сістем і стварэнне механізмаў кіравання імі. 
 Агульныя палажэннi, вынесеныя на абарону. 
 1. Сiстэма выразаў геаметрычнага аб'екта, якая ўтрымлiвае элементы рознай 
размернасцi, узгодненая з раней вядомымi сродкамi праектавання i апрацоўкi 
ведаў у САПР i адпаведная патрабаванням усiх этапаў працэса канструявання;  
спосабы азначэння i разлiку канструктыўнай размернасцi i звязанасцi сiстэм; 
спосабы пабудовы сiстэм любой размернасцi i звязанасцi. 
 2. Сiстэма дзеянняў з геаметрычнымi аб'ектамi, якая iмiтуе ўзгодненую дынамiку 
структур розных узроўняў, дазваляе кiраваць зменамi геаметрычных выразаў; 
спосаб пабудовы сiстэмных канстант для сувязi атрыманых дзеянняў з 
арыфметычнымi. 
 3. Азначэнне сродкамi iерархiчных многаўзроўневых сiстэм фiзiчных 
характарыстык, рухаў i дэфармацый аб'ёмных цел; спосаб кiравання рухамi i 
дэфармацыямi, зведзены да задачы каардынацыi стандартнага блока iерархiчнай 
многаўзроўневай сiстэмы; стратыфiкацыя рухаў i дэфармацый па iх прыродзе i па 
ўзроўнях неакрэсленасцi ведаў ў iх выразах. 
 4. Алгарытмы кiравання ўтварэннем формы i рухамi з пераносам масы; спосаб 
накладання канструктыўных абмежаванняў праз узаемадзеяннi сумежных 
элементаў. 
 Асабiсты ўклад суiскальнiка. Асноўныя вынiкi дысертацыi атрыманы 
асабiста аўтарам. У апублiкаваных сумесных працах удзел аўтара заключаўся ў 
распрацоўцы матэматычных выразаў, праграмных сродкаў, спосабаў рашэнняў 
канкрэтных задач геаметрычнага канструявання, эксперыментальнай праверцы 
прапанаваных вынiкаў i iх укараненнi ў вытворчасць i навучальны працэс. 

Апрабацыя вынiкаў дысертацыi. Вынiкi дысертацыйнай работы 
дакладвалiся на Усесаюзнай канферэнцыi маладых вучоных i спецыялiстаў (IПК 
АН СССР, 1988г.); Усесаюзнай канферэнцыi па камп'ютэрнай картаграфii (Мiнск, 
1988г.); Усесаюзнай канферэнцыi "Метады i сродкi апрацоўкi складанай 
графiчнай iнфармацыi" (Нiжнi Ноўгарад, 1988г.); Усесаюзнай навукова-тэхнiчнай 
канферэнцыi "САПР у кузнечна-штамповачнай вытворчасцi" (Екацерынбург, 
1988г.); Усесаюзнай школе-семiнары "Распаралельванне апрацоўкi iнфармацыi" 
(Львоў, 1989г.); Усесаюзным сiмпозiуме "Арганiзацыя i кiраванне" (Мiнск, 
1989г.); двух канферэнцыях па эрганомiцы (Мiнск, 1988г.; Севастопаль, 1989г.); 7 
мiжнароднай канферэнцыi па тэхнiчнаму канструяванню ICED'90 (Дуброўнiк, 
Харватыя, 1990); Усесаюзнай школе-семiнары па бiямалекулярнаму камп'ютынгу 
(Масква, 1991); 8 мiжнародным сiмпозiуме па модульным iнфармацыйным 
вылiчальным сiстэмам i сеткам ICS-NET'91 (Дубна, Расiя, 1991); 19-мiжнароднай 
канферэнцыi "Iнфармацыйныя сродкi i тэхналогii" (Масква, 1993); 9 i 11 
мiжнародных канферэнцыях па матэматычнаму i камп'ютэрнаму мадэляванню 
ICMCM (Берклi, 1993 i Вашынгтон, 1997, ЗША); IFAC/IFORS/IMACS Сiмпозiуме 
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па буйнамасштабным сiстэмам LSS (Лондан, 1995; Грэцыя, 1998); 
Рэспублiканскай навукова-тэхнiчнай канферэнцыi "Аўтаматычны кантроль i 
кiраванне вытворчымi працэсамi" (Мiнск, 1995); Міжнароднай канферэнцыi 
ICIMS-NOE on Advanced Summer Institute in Life Cycle Approaches to Production 
Systems: Management, Control, Supervision - ASI'96 (Тулуза, Францыя, 1996; 
Будапешт, Венгрыя, 1997г.); Мiжнароднай матэматычнай канферэнцыi Еругiнскiя 
чытаннi (Магiлёў, 1998г.), шэрагу семінараў European Network of Excellence on 
Advanced Methodologies and Tools for Manufacturing Systems AMETMAS-NoE 
(Грэцыя,1997; Масква,1998; Мінск, 1998; Санкт-Пецярбург,1999) . 
 Апублiкаванне вынiкаў. Па матэрыялах дысертацыi апублiкавана 36 
друкаваных прац, у тым лiку 1 артыкул у мiжнародным навуковым часопiсе, 4 
артыкулы ў навуковых зборнiках, 13 артыкулаў ў матэрыялах мiжнародных 
канферэнцый і сімпозіумах, 2 прэпрынты, 1 артыкул дэпанiраваны у ВIНIТI, 15 
тэзісаў дакладаў на міжнародных і рэспубліканскіх канферэнцыях. Агульная 
колькасць старонак апублiкаваных матэрыялаў складае 187. 
 Структура i аб'ём дысертацыi. Дысертацыя выкладзена на 133 старонках 
i складаецца з уводзiн, агульнай характарыстыкi работы, асноўнай часткi з 5 глаў 
на 96 старонках, заключэння, у тым лiку ўключае 18 малюнкаў, спiс лiтаратуры з 
127 наiменаванняў на 9 старонках, дадатак, у якiм утрымлiваюцца акты аб 
укараненнi вынiкаў работы і які займае 13 старонак. 
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1. МЭТА РАБОТЫ I ЯЕ ТЭАРЭТЫЧНАЯ АСНОВА 
 

1.1. Мэта даследаванняў 
 
 

Мэтай работы з'яўляецца пашырэнне функцыянальных магчымасцей САПР 
праз распрацоўку i даследаванне геаметрычных выразаў аб'екта канструявання, 
арыентаваных на задачы дынамiкi аб'ёмных цел з улiкам сувязi аб'екта 
канструявання, яго навакольнага свету i кіруючай сiстэмы, якую неабходна 
ўлічваць у геаметрычным канструяванні, азначэнні тэхналагічных працэсаў і 
робататэхніцы.  

Геаметрычныя (графiчныя) выразы аб'екта канструявання ў САПР павiнны 
задавальняць шэраг патрабаванняў, якiя абумоўлены абласцямi iх прымянення 
(канструяванне, кiраванне рухомымi аб'ектамi i др.), а таксама абмежаваннямi 
тэхнiчных i праграмных сродкаў САПР [44-46]. 

Пры аналiзе сучасных САПР i аўтаматызаваных iнфармацыйных сiстэм 
(АIС) iншага назначэння можна выдзелiць наступныя вобласцi прымянення 
геаметрычных выразаў: 

- фармiраванне графiчнай выявы аб'екта; 
- разлiк яго функцыянальных характарыстык у розных умовах; 
- азначэнне тэхналагiчнага працэсу вырабу аб'екта; 
- захаванне i пошук геаметрычных выразаў у базах звестак. 
Кожнай з пералiчаных абласцей адказвае адпаведны падпрацэс апрацоўкi 

ведаў у АIС (у тым лiку САПР). Для аптымiзацыi гэтых працэсаў геаметрычны 
выраз павiнен задавальняць азначаныя крытэрыi. 

Акрамя гэтага, ён павiнен адпавядаць i крытэрыям падпрацэса яго 
стварэння i змянення : арганiзацыя графiчных ведаў у выразе мусiць дазваляць 
найбольш рацыянальна (хутка, дакладна i з мiнiмальнымi выдаткамi памяцi) 
выконваць наступныя дзеяннi: 

- перамяшчэнне аб'екта ў прасторы (паралельныя пераносы i павароты); 
- змяненне яго метрычных характарыстык; 
- змяненне структуры выраза аб'екта (выдаленне, дабаўленне, замена яго 

частак, безразрыўная дэфармацыя); 
- фармiраванне выраза. 
Схема ўзаемадзеяння падпрацэсу стварэння i змянення геаметрычнага 

выраза з iншымi падпрацэсамi САПР прадстаўлена на мал.1.1. Кожны з 
падпрацэсаў P1 , P2 ,..., P5 прад'яўляе ўласны (як правiла, вектарны) крытэрый 
ацэнкi спосаба арганiзацыi ведаў у геаметрычным выразе. Абазначым гэтыя 
крытэрыi G1 (Г), G2 (Г),..., G5 (Г) адпаведна. Азначаная мэта i патрабаваннi 
з'яўляюцца крытэрыямi ацэнкi i дазваляюць зрабiць аналiтычны агляд вядомых 
вынiкаў у разглядаемым кiрунку. 
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 P3 P4 P5 

 графічная разлік азначэнне 
 выява функцыянальных тэхналагічнага  
 характарыстык працэса 

 
 
 

                    g(Г)   Г         g(Г)      Г    g(Г)    Г 
 
 
 
 P1 P2 
 стварэнне захаванне 
 і змяненне                       Г і пошук 
 геаметрычных геаметрычных 
 выразаў выразаў 
 
 
 
 

Мал.1.1 Схема ўзаемадзеянняў падпрацэсаў стварэння i змянення 
геаметрычных выразаў з iншымi падпрацэсамi працэса   

 аўтаматызаванага канструявання: 
Г - геаметрычны выраз; g(Г) - рэкамендацыя па яго 
змяненню. 

 
 

1.2. Аналiз прадметнай вобласцi 
 

Вядомыя геаметрычныя выразы ацэньваюцца ў прапануемым аглядзе па 
кожнаму з уведзеных вышэй крытэрыяў у парадкавай шкале, дзе памiж iмi 
ўсталёўваюцца толькi адносiны тыпу "лепш-горш-эквiвалентна". 

Рэтраспектыва абмежавана, у асноўным, двума апошнiмi дзесяцiгоддзямi, у 
якiх атрымалi праграмна-тэхнiчную рэалiзацiю фактычна ўсе тэарэтычныя 
распрацоўкi папярэдняга перыяду i сфармуляваны некаторыя новыя iдэi. 

Найбольшая ўвага ў аглядзе ўдзелена сiстэмам, значная частка якiх 
даведзена да камерцыйных узораў. 

 

1.2.1. Класы геаметрычных выразаў 
 
У сучасных замежных сiстэмах аўтаматызаванага канструявання (Computer 

Aided Design - CAD), картаграфii i iнш. вылучаюцца два асноўных класы 
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геаметрычных выразаў - гранiчнае прадстаўленне (Boundary Representation(s), B-
R) i прадстаўленне для так званай канструктыўнай геаметрыi 3-мерных аб'ектаў 
(Constructive Solid Geometry, CSG). У табл. 1.1 прыведзена размеркаванне гэтых 
класаў у сучасных САПР [47]. 

У выразаў тыпу CSG аб'ект канструявання прадстаўляецца ў выглядзе 
злучэння элементарных аб'ектаў (прымiтываў) - цылiндраў, прызм, шароў, 
конусаў i т.д.. Злучэнне можа быць фармальна апiсана выразам тыпу алгебраiчнай 
сумы, т.ч. некаторыя аб'екты ўваходзяць у гэта злучэнне з адмоўным знакам. 
Графiчна выраз CSG прадстаўляецца ў выглядзе дрэва, коранем якога з'яўляецца 
ўвесь аб'ект, якi на кожным узроўнi складаецца з больш простых аб'ектаў 
(дэталей); тэрмiнальнымi вяршынямi (лiсцем) такога дрэва служаць прымiтывы 
(мал.1.2). 

У класе B-R аб'екты прадстаўляюцца наборам участкаў iх паверхняў 
(граней), пры гэтым могуць быць указаны сувязi граней памiж сабой сваiмi 
межамi - рэбрамi (мал.1.2). 

Лёгка ўбачыць, што B-R у дадзеным выпадку ўтрымлiвае набор элементаў 
межаў прымiтываў, з якiх складаецца прадстаўленне CSG. Пры гэтым у B-R 
уваходзяць толькi тыя элементы межаў прымiтываў, якiя непасрэдна 
ўзаемадзейнiчаюць з навакольным светам, а не адзiн з адным. Такiм чынам, калi ў 
мадэлi CSG кожны прымiтыў задаць сваiм гранiчным прадстаўленнем, а потым 
выключыць агульныя элементы iх межаў, атрымаецца B-R усяго аб'екта, гэта 
значыць iснуе адназначны пераход ад CSG да B-R, але зваротнае пераўтварэнне, 
вiдавочна, неадназначна. 

Прымiтывы, як i болей складаныя аб'екты, могуць быць зададзены 
алгебраiчным спосабам (якi ўключае ўяўнае заданне [13,48-50], параметрычнае 
палiнамiяльнае прадстаўленне i розныя тыпы сплайнаў [51]), а таксама ў выглядзе 
паслядоўнасцi аператараў Эйлера. У апошнi час прапанаваны два новых спосабы 
- геаметрычнае прадстаўленне i параметрычная мадэль аб'екта. 

Геаметрычнае прадстаўленне апiсана ў [52]. Для яго ўводзiцца набор 
паняццяў: 

{паверхні, кропкі, вектары, скаляры}. 

Кожнае з гэтых паняццяў можа прымаць мноства значэнняў у адпаведнасцi 
з табл.1.2. Лёгка ўбачыць, што ў табл.1.2 значэнне зменнай "паверхня" служыць 
ключом i кожнаму значэнню ключа адказвае строга вызначаны набор iншых 
зменных - радок таблiцы. 
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Таблiца 1.1 
 

Размеркаванне класаў геаметрычных выразаў у  
сродках iнструментальнай падтрымкi САПР 

 
 

Сiстэма праектавання 
 

 
Вытворца 

 
Клас выразу 

 
CATSOFT 

 
CATRONIX 

 
CSG 

DDM-SOLIDS CALMA B-R 
GEOMOD-II SDRC/GENERAL 

ELECTRICCAE 
B-R 

ICEM SOLID 
MODELLING 

CDC CSG 

ICM ICM B-R 
MEDUSA FRIME B-R 
PADL-1,2 U.ROCHESTER CSG 
PATRAN-G PDA ENGINEERING CELL DECOMP 
ROMULUS EVANS&SUTHERLAND 

SHAPEDATE(UK) 
B-R 

SOLIDESIGN COMPUTERVISION B-R 
CADDS COMPUTERVISION B-R 
SOLID MODELLING-II APPLICON CSG 
SYNTHAVISION MAGI CSG 
TIPS-1 CAM-1 CSG 
UNIS-CAP SPERRY B-R 
UNI SOLIDS MC AUTO CSG 
AUTOCAD AUTODESK B-R,парам. 
VELLUM 3D ASHLAR B-R,парам. 
MICROGDS GRAPHIC DATA 

SYSTEMS 
B-R 

SOLIDWORKS SOLIDWORKS CSG,парам. 
T-FLEX T-FLEX парам. 
SOLIDEDGE INTERGRAPH B-R 
CATIA DASSAULT SYSTEMES B-R 
EUCLID MATRA DATAVISION B-R 
INTERGRAPH EMS CSG,парам. 
I-DEAS SDRC CSG,парам. 
MICROSTATION BENTLEY SYSTEMS 

/INTERGRAPH 
B-R 

EDS UNIGRAPHICS UNIGRAPHICS B-R,парам. 
PRO/ENGINEER PARAMETRIC 

TECHNOLOGY 
 

парам. 
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Таблiца 1.2 
 
 

Мноства значэнняў геаметрычных характарыстык 
 

 

Паверхні Кропкі Вектары Скаляры 

Плоскасць Любая кропка 

на плоскасцi 

Адзiнкавая 

нармаль 

Няма 

Сфера Цэнтр Няма Радыус 

Правiльны 

кругавы цылiндр 

Любая кропка на 

восi 

Адзiнкавы вектар, 

паралельны восi 

Радыус, даўжыня 

восi 

Правiльны 

кругавы конус 

Вяршыня Адзiнкавы вектар, 

паралельны восi 

Вугал пры 

вяршынi, радыус 

 
 

Памiж прадстаўленнем любога прымiтыва ў прасторы геаметрычных 
характарыстык i яго алгебраiчным заданнем у выглядзе 

 
Ax2 +By2 +Cz2 +Dxy+Eyz+Fxz+Gx+Hy+Jy+K=0, (1.1) 

 
дзе x, y, z - каардынаты ў 3-мернай Еўклiдавай прасторы, iснуе ўзаемна-
адназначная адпаведнасць, г.з. iснуюць алгарытмы для пераўтварэння 
геаметрычнага прадстаўлення ў алгебраiчнае i наадварот. 

Прыведзеныя ў [52] разлiкi сведчаць, што геаметрычнае прадстаўленне 
займае мінімальны аб’ём памяці ў параўнанні з іншымі формамі прадстаўлення. 
Акрамя гэтага, яно добра звязана з натуральнай мовай, зручна для фармулёўкi 
запытаў на пошук патрэбнага прымiтыўнага аб'екта i дырэктыў для яго змянення. 
Некаторыя метрычныя характарыстыкi, напрыклад аб'ёмы, плошчы паверхняў, 
бывае зручна разлiчыць непасрэдна з геаметрычнага прадстаўлення. 

Аднак для разлiку функцыянальных характарыстык, фармiравання 
графiчных вобразаў, азначэння тэхналагiчнага працэсу патрабуецца папярэдняе 
канвертаванне гэтага прадстаўлення ў iншыя формы, т.ч. калi па крытэрыях G2 i 
па некаторых аспектах G1 геаметрычнае прадстаўленне мае найбольш высокiя 
адзнакi на мностве геаметрычных выразаў, то па крытэрыях G3 , G4 , G5 адзнакi 
такога прадстаўлення нiжэй, чым адзнакi тых форм, у якiя яго неабходна 
пераўтварыць. 

Аб'екты (i прымiтывы ў iх складзе) могуць быць прадстаўлены 
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паслядоўнасцю аператараў Эйлера [53], т.ч. яны апiсваюцца аператарамi 
паслядоўнага стварэння i iнверснымi наборамi аператараў разбурэння 
геаметрычных аб'ектаў усе болей высокай (у выпадку разбурэння - болей нiзкай) 
размернасцi. Напрыклад, калi ёсць выява многаграннiка на паперы, можна сцерцi 
адну з яго вяршынь (i запомнiць у камп'ютары адпаведную аперацыю), потым 
сцерцi другую вяршыню, якая ляжыць на адным рабры з першай. Дзве гэтыя 
аперацыi адпавядаюць аперацыi сцiрання рабра. Паслядоўнасць аперацый 
сцiрання ўсiх рэбраў, якiя ўтвараюць грань, адпавядае аперацыi выдалення гранi 
i, нарэшце, сцiранне ўсiх граней цалкам разбурае аб'ект. Паўтарэнне ў зваротнай 
паслядоўнасцi ўсяго ланцугу, калi аперацыi выдалення змяняюцца аперацыямi 
стварэння, дазваляе аднавiць аб'ект. Такiя прамыя i iнверсныя ланцугi называюцца 
аператарамi Эйлера. Сваю назву яны атрымалi з-за формулы Эйлера 

 
v-e+f=2, (1.2) 

 
дзе v - колькасць вяршынь, e - колькасць рэбраў, f - колькасць граняў. 

Формула Эйлера дазваляе кантраляваць карэктнасць пабудовы аб'екта. 
Агульная формула, якая адпавядае аб'екту любой звязанасцi, задаецца выразам 

 
v-e+f=2(s-h)+r, (1.3)

  
дзе s - агульная колькасць незвязаных кампанент, h - колькасць навылётных 
адтулiн (дзiрак) у аб'екце, r - агульная колькасць паласцей у гранях. 

Паслядоўнасць аператараў Эйлера, вiдавочна, горш геаметрычнага 
прадстаўлення па крытэрыю G2 , паколькi, па-першае, патрабуе больш памяцi i, 
па-другое, значна меньш зручна для фармулёўкi запытаў на пошук. У некаторых 
адносiнах яна горш i па крытэрыю G1 , напрыклад, некаторыя дзеяннi (перанос, 
вярчэнне i змяненне аб'екта ) над геаметрычным прадстаўленнем аб'екта 
займаюць меньш часу, чым аналагiчныя аперацыi над аператарамi Эйлера. 

Па крытэрыю G3 (для фармiравання графiчных выяў) аператары Эйлера 
прадстаўляюць сабой адзiн з лепшых выразаў. Пры гэтым iх найболей эфектыўнае 
выкарыстанне для растравых сродкаў вывада дасягаецца шляхам гiбрыднага 
спалучэння аператараў Эйлера з васьмiрычнымi дрэвамi (Octrees) [54]. 

Такiя дрэвы ў канчатковым стане ўключаюць толькi белае i чорнае лiсце 
(кубiчныя прымiтывы - пустыя i запоўненыя элементамi аб'екта адпаведна), а ў 
пачатковым i прамежкавым станах - таксама шэрае лiсце, якое адпавядае выпадку, 
калi ў аб'ёме аднаго прымiтыву (па аднаму адрасу) знаходзiцца i запоўненая 
аб'ектам вобласць, i вольная (незанятая) прастора. Шэрае лiсце разбiваецца на 
больш дробныя кавалкi па агульнаму для кожнага ўзроўню прынцыпу да таго 
часу, пакуль не застанецца толькi чорнае i белае. 

Адзначым, што васьмiрычныя дрэвы лiчацца найбольш прымальнай для 
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растравых сродкаў геаметрычнай мадэлью, i ў апошнi час вядуцца шырокiя 
даследаваннi па iх стыкоўцы са стандартам GKS [55-58]. 

Пераход ад аператараў Эйлера да васьмiрычных дрэў, якi апiсаны вышэй, 
з'яўляецца адным са спосабаў перахода ад вектарнай формы прадстаўлення, якая 
найбольш зручна для вывада гранiчных выразаў, да растравай [59]. 

Для разлiку функцыянальных характарыстык i вызначэння тэхналагiчных 
працэсаў аператары Эйлера, як правiла, непасрэдна не ўжываюцца i патрабуюць 
канвертавання ў iншыя формы. 

Добра даследаваныя як у айчыннай, так i ў замежнай лiтаратуры 
алгебраiчныя прадстаўленнi геаметрычных аб'ектаў [60-66] без дадатковых 
звестак практычна не ўжываюцца ў запытах на пошук i цяжкiя для iх 
фармiравання з удзелам чалавека. У CAD з CSG рэалiзаваны магчымасцi злучэння 
створаных такiм спосабам прымiтыўных аб'ектаў, але алгарытмы злучэння 
аб'ектаў адвольнай формы вельмi складаныя i патрабуюць пры рэалiзацыi вялiкiх 
затрат машыннага часу i памяцi [64-67]. 

У той жа час прадстаўленнi такого тыпу добра падыходзяць для машыннай 
графiкi (у вектарнай форме), фармiравання некаторых праграм для 
аўтаматызаванай вытворчасцi i з'яўляюцца лепшымi для разлiку многiх 
функцыянальных характарыстык у задачах iнжэнернага аналiза. 

Дзякуючы найболей высокiм паказальнiкам па G4 i па некаторых аспектах 
G1 , G3 , G5 алгебраiчныя прадстаўленнi рэалiзаваны ў вялiкай колькасцi дзеючых 
CAD-сiстэм, заснаваных на гранiчным прадстаўленнi (B-R). 

Падпрацэс P1 фармiравання i змянення геаметрычных выразаў у такiх 
сiстэмах iстотна адрознiваецца ад P1 для сiстэмы з CSG-прадстаўленнем. 
Найболей зручна алгебраiчныя выразы будуюцца ў тым выпадку, калi адна з 
уваходных прылад камп'ютэра непасрэдна сканiруе некаторы фiзiчна рэалiзаваны 
(або графiчна намаляваны) аб'ект, фактычна фармiруючы рад назiранняў у часе, 
якi потым замяняецца адпаведным матэматычным азначэннем. Гэта дазваляе 
мнагаразова сцiскаць iнфармацыю, аднаўляючы першапачатковы рад назiранняў 
у выпадку неабходнасцi (напрыклад, для дысплэйнага файла). 

У [60] апiсваецца агульная форма прадстаўлення паверхнi любога аб'екта - 
рацыянальны параметрычны B-сплайн - у аднародных каардынатах. 

Такi сплайн атрымлiваецца са звычайнага параметрычнага B-сплайна 
наступным чынам. 

Няхай C(t) - палiнамiяльная B-сплайнавая крывая у 3-мернай Еўклiдавай 
прасторы, г.зн. 
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дзе Pi - 3-мерныя кантрольныя кропкi, t - параметр, atb & a, b - фiксаваны & 
0ab; B (t) - палiном ад зменнай t парадку k (ступенi k-1); Bi,n(t) - называюцца 
базiснымi функцыямi i цалкам азначаюцца парадкам k i вузлавым вектарам 
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1
, дзе a=t1=t2=...=tk<tk+1tk+2...tntn+1=...=tn+k=b. 

Прадстаўленне C(t) у аднароднай (праектыўнай) прасторы з чацвертай 
каардынатай h(t) выглядае тады наступным чынам 
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дзе h

iP  - кантрольныя кропкi ў 4-мернай прасторы. 
Адпаведнае сплайн-прадстаўленне для паверхнi задаецца выразам 
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Гэты падыход дазваляе аднолькава добра прадстаўляць i аб'екты, якiя 

звычайна апiсваюцца ўяўным заданнем (кругi, конусы, прымiтыўныя квадрыкi), i 
такiя, для прадстаўлення якiх прымяняюцца параметрычныя палiнамiяльныя 
формы (скульптурныя паверхнi) [59,68]. 

Хаця ўяўныя функцыi для прадстаўлення прымiтыўных паверхней i лiнiй 
патрабуюць больш простых дзеянняў i меньш памяцi, затое скарыстанне аднаго 
агульнага выраза паляпшае характарыстыкi сiстэмы ў цэлым, дазваляючы трацiць 
меньш аператыўнай памяцi на размяшчэнне праграм, павышаць хуткадзеянне, 
стандартызаваць дыялог з канструктарам. Знiжаюцца выдаткi на распрацоўку i 
эксплуатацыю сiстэмы, памяншаецца аб'ём суправаджальнай дакументацыi. 

Для расшырэння магчымасцей традыцыйнага гранiчнага прадстаўлення ў 
апошнi час да выраза, азначанага алгебраiчна, дадаюцца ў працэсе P1 сувязi 
памераў (даўжыняў, плошчаў, аб'ёмаў, вуглоў), што дазваляе здзейснiць так 
званае параметрычнае канструяванне з прымяненнем варыяцыйнай геаметрыi. 

Такi падыход рэалiзаваны, у прыватнасцi, у сiстэме MEDUSA [69]. 
Прымяненне варыяцыйных прынцыпаў наблiжае працэс канструявання да 
працэсу прыняцця рашэнняў непасрэдна кампьютэрам, У той час як асноўная 
большасць CAD-сiстэм толькi вызваляе канструктара ад вырабу тэхнiчнай 
дакументацыi, патрабуючы ўзамен шмат новых навыкаў. Але MEDUSA, як i 
многiя iншыя сiстэмы, заснаваныя на B-R, дрэнна спраўляецца з канструктыўнай 
геаметрыяй, неабходнай, у прыватнасцi, для мадэлявання такiх тэхналагiчных 
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працэсаў, як зборка аб'екта з дэталяў. 
Завяршаючы агляд традыцыйных спосабаў прадстаўлення геаметрычнай 

iнфармацыi, адзначым, што па некаторых з уведзеных вышэй крытэрыяў лепш 
аказваецца прадстаўленне CSG, па iншых - B-R. Так, напрыклад, мадэлi CSG 
прасцей будуюцца з удзелам чалавека, патрабуюць менш памяцi, лепш 
прыстасаваны для азначэння тэхналагiчных працэсаў тыпу зборкi, для iмiтавання 
рухаў дэталяў аб'екта адносна адзiн аднаго [70]. З другога боку, мадэлi B-R у 
прынцыпе могуць будавацца i без удзелу чалавека, дазваляюць канструяваць 
скульптурныя паверхнi, дазваляюць прымяненне варыяцыйных метадаў, лепш 
прыстасаваны для разлiкаў тэхналагiчных працэсаў тыпу непарыўнай 
дэфармацыi, для аэра- i гiдрадынамiчных разлiкаў. Злучэнне гэтых двух 
падыходаў магчыма (напрыклад, задаючы B-R - прадстаўленне для прымiтываў, 
можна атрымаць B-R аб'екта i - неадназначна - з B-R аб'екта атрымаць яго 
дэкампазiцыю на прымiтывы), але ў большасцi выпадкаў атрымаць B-R аб'екта з 
гранiчных прадстаўленняў яго элементаў вельмi складана. Падпрацэс P1 
стварэння i змянення геаметрычных выразаў для выпадку CSG значна 
адрознiваецца ад P1 для B-R. У рэалiзаваных CAD-сiстэмах гэта фактычна 
прынцыпова розныя тэхналогii канструявання. Iнтэграцыя такiх падыходаў у 
адзiнай сiстэме была б магчымай ў выпадку адзiнай мовы, якая ўтрымлiвала б 
абодва прадстаўленнi i аперацыi пераходу ад аднаго да другога. 

Пошукi такой мовы, якая дазволiла б ствараць iнтэграваныя сiстэмы 
аўтаматызаванага канструявання - аўтаматызаванай вытворчасцi (CAD/CAM) i 
пазнавання выяў у картаграфii i навiгацыi - актыўна вядуцца ў галiне штучнага 
iнтэлекта i распрацоўкi баз звестак [71-79]. CAD i iншыя АIС, якiя ствараюцца 
зараз, пачынаюць будавацца ў выглядзе сiстэм кiравання базамi звестак (СКБЗ), 
зыходзячы з прынцыпу, што мовы баз звестак прыстасаваны для апрацоўкi любой 
iнфармацыi, у тым лiку i геаметрычнай. У якасцi ўзораў такога тыпу можна 
назваць iнтэграваны банк фiрмы Boeing Computer Services Company [71] i 
нарвежскую СКБЗ Tornado [72]. 

Разгледзiм у агульных выразах два найбольш цiкавых у гэтых адносiнах 
кiрункi. Першы [73] мае пачатак ў Японii (Nippon Electric Company) i заключаецца 
ў наступным. 

CAD будуецца ў выглядзе реляцыйнай СКБЗ з пашыранымi магчымасцямi, 
пры гэтым лагiчная структура базы звестак прадстаўляе сабой так званую 
параметрычную мадэль аб'екта. Параметрычная мадэль аб'екта задаецца 
шасцеркай {T,D,O,V,R,C}, дзе T - мноства тапалогiй, D - мноства магчымых 
памераў, O - мноства аперацый, V - мноства зменных, R - набор адносiн памiж V i 
T/O/D, C - мноства абмежаванняў на значэннi зменных. 

Любы клас аб'ектаў PS у гэтых тэрмiнах можа быць тады заданы ў выглядзе 
 

PS ={t ,d ,o ,v ,r ,c},  (1.8) 
tiT, diD, oiO, viV, riR, ciC. 
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Задаючы толькi T i D, можна атрымаць B-R : задаючы O - прадстаўленне 
CSG. 

Такiм чынам, параметрычная мадэль аб'екта не толькi ўключае 
традыцыйныя спосабы прадстаўлення (прычым B-R - у яго найбольш развiтай 
форме, заснаванай на варыяцыйнай геаметрыi), але ўключае i адносiны памiж 
рознымi формамi прадстаўлення. Дэкларатыўнае заданне ўсiх элементаў шасцёркi 
забяспечвае гнуткасць сiстэмы, магчымасць яе настройкi на розныя класы 
аб'ектаў, аптымiзацыю параметраў сiстэмы ў працэсе яе функцыявання - 
напрыклад, магчыма замена аперацый болей эфектыўнымi, усталяванне новых 
адносiн i т.д. 

(Магчыма ствараць не фiксаваныя мадэлi, а класы канструкцый цалкам, 
якiя вызначаюцца наборам тых цi iншых размераў i абмежаванняў. Змяненне 
любога з iх уплывае на ўсю мадэль. Сiстэмы, якiя рэалiзуюць гэты мадэлi, могуць 
аўтаматычна разлiчваць масу, цэнтр цяжару, момант iнэрцыi, аб'ём i галоўныя восi 
мадэлi, а таксама генерыраваць артаганальныя i iзаметрычныя праекцыi i сячэннi.) 

Валодаючы многiмi вартасцямi сiстэм са штучным iнтэлектам, 
параметрычная мадэль аб'екта мае i недахоп - адносна слабую фармалiзаванасць. 
Элементы прыведзенай вышэй шасцёркi азначаны яшчэ недастаткова строга, што 
робiць стварэнне такiх мадэляў вельмi складаным нават для чалавека. Iншымi 
словамi, для кожнага з аб'ектаў T,D,O,V,R,C яшчэ не вылучана адназначна ўсё 
мноства магчымых значэнняў (станаў), не азначаны магчымыя злучэннi такiх 
станаў (станы ўсёй сiстэмы) i аперацыi пераходу ад аднаго магчымага стану 
сiстэмы да другога. 

Некалькi болей абгрунтаваным з пункту гледжання тэорыi i прастаты 
рэалiзацыi з'яўляецца падыход да распрацоўкi незалежнага ад тэхнiчнай 
рэалiзацыi графiчнага стандарта, якi прапанаваны GSC Assouciates [74]. Гэты 
падыход заснаваны на прымяненнi матэматычнага апарату фармальнай тэорыi 
сiстэм i алгебры да распрацоўкi баз звестак. 

Геаметрычныя аб'екты ў [74] разглядаюцца як сiстэмы ў фармальным сэнсе, 
якiя маюць уваходы, выхады, станы i дзеяннi змены станаў. Мноства такiх 
дзеянняў уключае таксама i спосабы атрымання звестак аб стане (пазнаванне 
станаў). 

У базе звестак фармальнай сiстэме адпавядае структура звестак - 
абстрактны тып дадзенага, якi можа быць настроены на любы канкрэтны стан 
(любое дадзенае такога тыпа) i мноства функцый змены станаў, якое не выводзiць 
за межы разглядаемага абстрактнага тыпу (аперацыi).  

Напрыклад, структура групы цэлых лiкаў у машыне задаецца ячэйкай, 
арганiзаванай для прадстаўлення цэлага лiку ў пазiцыйнай сiстэме з пэўнай 
асновай, i дзеяннямi складання i адымання. Ячэйка можа знаходзiцца у любым са 
станаў (утрымлiваць любы дазволены дыяпазонам машыны цэлы лiк). Кожнае з 
названых дзеянняў, атрымлiваючы на ўваходзе другi цэлы лiк, арганiзаваны 
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аналагiчна, з дапамогай паслядоўнасцi яшчэ болей элементарных дзеянняў (з 
бiтамi), фармiруе вынiк (выхад), якi таксама заўсёды будзе цэлым лiкам (г.зн. 
будзе мець такi ж абстрактны тып). 

Дзеянне дзялення, напрыклад, ужо не мае дачынення да структуры групы 
цэлых лiкаў, паколькi яно можа вывесцi за межы гэтага абстрактнага тыпу 
(патрабуецца яшчэ адна ячэйка для рэшты ад дзялення).  

У якасцi абстрактых тыпаў дадзеных у машынах рэалiзаваны таксама (з 
агаворкай на магчымасцi дыскрэтных камп'ютэраў) палi сапраўдных i 
камплексных лiкаў, лагiчныя дадзеныя.  

У прымяненнi да геаметрычных выразаў такi падыход азначае 
прадстаўленне геаметрычнага аб'екта, напрыклад лiнii цi малюнка, у выглядзе 
абстрактнага тыпу дадзеных i мноства аперацый, якiя пераводзяць станы гэтага 
тыпу з аднаго ў другi, не выходзячы за межы тыпу. Напрыклад, структура 
дадзеных "адрэзак" можа тады быць зададзена наборам аксiём i абмежаванняў, 
якiя азначаюць адрэзак, i дзеяннямi рухаў па прамой лiнii, паваротаў i змены 
даўжынi (калi кропку лiчыць элементарным адрэзкам). Аперацыя адвольнага 
злучэння двух адрэзкаў у структуру дадзеных "адрэзак" не ўваходзiць, таму што 
яна можа вывесцi за межы такога абстрактнага тыпу (напрыклад, можа атрымацца 
ламаная або знак "+").  

Структуры дадзеных, якiя ўключаюць адрэзак, уключаюць i дзеяннi з iм : 
аналагiчна таму, як поле камплексных лiкаў уключае структуру поля сапраўдных 
лiкаў, "ламаная" ўключае "адрэзак". У [74] прыводзiцца апiсанне некалькiх 
звязаных структур дадзеных для вектарнай машыннай графiкi, арганiзаваных 
падобным чынам. 

У гэтым выпадку аналагам шасцёркi аб'ектаў, азначаючых параметрычную 
мадэль, з'яўляецца набор паняццяў фармальнай тэорыi сiстэм, якi адэкватна 
адпавядае мове абстрактных тыпаў дадзеных, г.зн. паняццi з гэтага набору, усе iх 
магчымыя значэннi i ўсе адносiны мiж iмi не толькi строга азначаны i проста 
праграмуюцца, але i ў многiх выпадках рэалiзаваны апаратна. Такiм чынам, 
паказаная ў [74] магчымасць прымянення фармальнай тэорыi сiстэм i абстрактных 
тыпаў дадзеных да будавання геаметрычных выразаў (мадэлей) аб'ектаў адчыняе 
новы перспектыўны кiрунак у распрацоўцы АIС для канструявання, картаграфii, 
медыцынскiх даследаванняў i г.д. 

 
1.2.2. Высновы з агляду 
 
Прыведзены аналiтычны агляд сучаснага стану замежных даследаванняў у 

галiне распрацоўкi геаметрычных мадэляў аб'екта канструявання i iх рэалiзацыi ў 
САПР дазваляе зрабiць наступныя высновы. 

У АIС (у тым лiку ў САПР(CAD)), распрацаваных у 80-90-я гады, найбольш 
распаўсюджанымi з'яўляюцца B-R, CSG-прадстаўленнi i параметрычны выраз 
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аб'екта. Гэтыя прадстаўленнi працягваюць развiвацца, паколькi нiводнае з iх не 
задавальняе цалкам усiм патрабаванням, прад'яўляемым да геаметрычных 
выразаў у CAD. Для CSG прапануецца меньш ёмiстае па затратах памяцi i добра 
звязанае з натуральнай мовай геаметрычнае прадстаўленне прымiтываў. B-R 
развiваецца шляхам увядзення размерных сувязей i метадаў варыяцыйнай 
геаметрыi, што наблiжае яго да аўтаматызаваных сiстэм прыняцця рашэнняў. 

Для спалучэння вартасцей B-R i CSG-прадстаўленняў усталёўваюцца сувязi 
мiж iмi, распрацоўваюцца прадстаўленнi, якiя фармальна адносяцца да класу B-R, 
але адносна проста канвертуюцца ў CSG (аператары Эйлера) [80-81]. 

Выразна пазначылася тэндэнцыя ўкаранення ў распрацоўку АIС 
прагрэсiўнай тэхналогii апрацоўкi iнфармацыi; новыя АIС прапаноўваюцца i 
распрацоўваюцца ў выглядзе СКБЗ, мовы якiх дазваляюць апрацоўваць як B-R, 
так i CSG-прадстаўленнi [23,82,83]. 

Адной з найбольш цiкавых у гэтых адносiнах з'яўляецца СКБЗ, якая 
рэалiзуе iнфармацыйны выраз аб'екта канструявання ў выглядзе параметрычнай 
мадэлi, азначанай мноствам размераў, тапалогiй, аперацый, зменных, 
абмежаванняў на зменныя i наборам адносiн памiж зменнымi, з аднаго боку, i 
тапалогiямi, аперацыямi i размерамi - з iншага. Гэты выраз уключае B-R i CSG як 
прыватныя з'явы, па сваiх рысах ён можа быць аднесены да кiрункаў штучнага 
iнтэлекту. 

Болей сур'ёзна абгрунтаванай - i тэарэтычна, i з пункту гледжання 
праграмнай рэалiзацыi - з'яўляецца выраз графiчнага стандарта, якi ўжывае 
паняццi фармальнай сiстэмы i абстрактных тыпаў дадзеных. 

Магчыма меркаваць, што распрацоўка выразаў апошнiх двух тыпаў - 
найбольш перспектыўны кiрунак развiцця на блiжэйшы час. 

 
 

1.3. Пастаноўка задачы 
 

Ужытак вядомых спосабаў прадстаўлення i апрацоўкi геаметрычнай 
iнфармацыi ў задачах iмiтацыi рухаў i дэфармацый разгледжаны для кожнага 
спосаба з улiкам яго дачынення да працэса P4 i ацэнена па крытэрыi G4. 

Заўважым, што вядомыя выразы ў працэсе P4 не звязваюць рухi i 
дэфармацыi i арыентаваныя на адасобленае даследаванне кожнай з гэтых з'яў. 

Такiм чынам, узнiкае неабходнасць распрацоўкi i даследавання 
геаметрычных выразаў аб'екта канструявання, арыентаваных на задачы дынамiкi 
аб'ёмных цел з улiкам сувязi аб'екта канструявання, яго навакольнага асяроддзя i 
кiруючай сiстэмы. Гэтыя выразы павiнны ўключаць апiсанне геаметрыi i фiзiчных 
уласцiвасцей сiстэм розных узроўняў i дазваляць звязваць дынамiку iх структур. 

Гэтая задача з'яўляецца новай непасрэдна ў пастаноўцы, а значыць, i ў 
спосабе рашэння. 
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Паколькi адначасовае змяненне структур розных узроўняў назiраецца ў 
шырокiм класе сiстэм, якiя праектуюцца, i павiнна даследвацца i ўлiчвацца ў 
САПР, задача дысертацыi з'яўляецца актуальнай. 

Спалучэнне розных вядомых падыходаў для яе рашэння прадстаўляецца 
немэтазгодным, паколькi нават паасобку такiя падыходы з'яўляюцца вельмi 
складанымi i для iмiтавання рэальных сiстэм патрабуюць вялiкiх выдаткаў, а 
распрацоўка прэ- i постпрацэсараў, неабходных для пераўтварэння звестак, 
уключаных у гэтыя выразы, з адной формы ў iншую пры ўсталяваннi iх сувязi 
робiць iх кангламерат практычна непрыгодным. 

Тым самым неабходна прынцыпова новае рашэнне, узгодненае не толькi з 
падпрацэсамi працэса P4, але i з iншымi задачамi САПР, якiя адпавядаюць 
азначаным працэсам на мал.1.1. 

Практычная значнасць прапануемага далей падыхода да рашэння 
пастаўленай задачы заключаецца ў тым, што стандартызацыя сродкаў 
прадстаўлення i апрацоўкi iнфармацыi з'яўляецца неабходным i найбольш 
значным фактарам павышэння эфектыўнасцi працэсаў распрацоўкi i 
функцыянiравання АIС увогуле i САПР у прыватнасцi. 

Акрамя гэтага, варта чакаць, што ўлiк у працэсе канструявання сувязi рухаў 
i дэфармацый дазволiць павысiць якасць аб'ектаў, якiя праектуюцца. 

Агульная задача дапускае дэкампазiцыю на чатыры наступныя звязаныя 
падзадачы: 

 - стварэнне агульнага азначэння геаметрычнага аб'екта ў выглядзе 
iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмы, складзенай са стандартных блокаў - 
двухузроўневых сістэм [42-43], iнварыянтных адносна прыроды сiстэм i тым 
самым дазваляючых звязаць геаметрычныя выразы з параметрамi iншых страт у 
сiстэмах канструявання; 

 - стварэнне звязаных выразаў геаметрычных аб'ектаў рознай размернасцi 
(кропкi, лiнii, паверхнi i аб'ёмныя целы) як асобных выпадкаў агульнай 
канструкцыi; 

 - стварэнне сiстэмы дзеянняў з геаметрычнымi аб'ектамi; 
 - азначэнне ў тэрмiнах двухузроўневай сiстэмы рухаў i дэфармацый рознай 

прыроды (ад фiзiчнай да бiямеханiчнай) i розных ўзроўняў неакрэсленасцi ведаў 
аб структурах i дынамiцы рухомых сiстэм i прастораў, у якiх выконваюцца рухi. 

 
 

1.4. Асноўныя палажэннi тэорыi iерархiчных многаўзроўневых сiстэм 
 
 Iерархiчная многаўзроўневая сiстэма S  [84], стандартным блокам якой 
з'яўляецца двухузроўневая сiстэма, узгоднена з законамi арганiзацыi сiстэм любой 
прыроды. Тым самым матэматычны выраз iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмы 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



 26 

можа стаць базiсам ведаў, аднолькава прымянiмым для задач даследавання i 
распрацоўкi сiстэм усiх узроўняў, уключаючы iнфармацыйны [85,86]. 

Канструкцыя iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмы (мiжузроўневыя сувязi, 
агрэгаванне iнфармацыi i т.д.) не дазваляе цалкам адлюстраваць яе ўласцiвасцi 
сродкамi вядомых фармальных тэорый i робiць неабходнай азначэнне iерархiчных 
многаўзроўневых сiстэм уласнымi сiмваламi. 
 З гэтай мэтай выкарыстаны сiмвальны выраз стандартнага блока 
iерархiчных многаўзроўневых сiстэм - аэда [87,88]. Утрымлiваючы асноўныя iдэi 
двухузроўневай сiстэмы (якая ўключае вонкавае прадстаўленне "уваход-выхад" i 
структуру, дзе асобныя падпрацэсы, злучаныя ў агульны працэс сваiмi 
ўзаемадзеяннямi (iх лакальнымi ўваходамi i выхадамi), кiруюцца адпаведнымi 
аб'ектамi, а спосаб злучэння ўсталёўваецца каардынуючым блокам), S  мае шэраг 
адрозненняў ад яе, галоўнымi з якiх з'яўляюцца: 

наяўнасць матэматычнага азначэння; 
кантроль над большай, чым два, колькасцю ўзроўняў, у тым лiку 

мэтанакiраваны ўдзел у каардынацыi сiстэм больш высокiх узроўняў; 
 валоданне сродкамi кiравання сваёй абстрактнай структурай (навучэнне i 
самаўладкаванне). 
 Акрамя гэтага, S  мае iншыя адметныя рысы - звязаныя выразы аб'екта So

, яго навакольнага асяроддзя Sl, працэсу Po , якi выконваецца аб'ектам So  у 
S  , працэсу P , якiм сiстэма S  змяняе So  , i т.д. 

 Названыя i iншыя адрозненнi з'яўляюцца вынiкам патрабаванняў да сiстэм 
праектавання [88], якiя павiнны: 
 для сiстэм любой прыроды i ва ўмовах любой пачатковай неазначанасцi 
ведаў вырашаць асноўную задачу канструявання i кiравання - задачу сiнтэза такой 
структуры сiстэмы, каб яе дзейнасць у сiстэмах больш высокiх узроўняў (у 
навакольным свеце) была ўзгоднена з жаданымi характарыстыкамi гэтых 
узроўняў; 
 змяняць спосабы рашэння асноўнай задачы канструявання i кiравання па 
меры змяншэння неазначанасцi звестак - развiцця тэорыi i тэхналогii асобных 
класаў сiстэм; 
 змяняць спосабы рашэння двух папярэднiх задач па меры стварэння новых 
сродкаў прадстаўлення i апрацоўкi ведаў. 
 Адказваючы названым патрабаванням, S  уключае тым самым новыя 
элементы тэорыi канструявання. У прыватнасцi, у аэдзе S  яўна ўлiчваецца 
навакольны свет сiстэмы S . Змяненнi гэтага свету з'яўляюцца мэтай сiстэм, якiя 
праектуюцца, i ён павiнен разглядацца не толькi ў кожнай задачы канструявання, 
але i зараз у тэорыях канструявання, у тым лiку i найбольш прагрэсiўным 
структурна-функцыянальным падыходзе (а таксама адпаведнай яму мадэлi 
двухузроўневай сiстэмы) S  у яўным выглядзе не ўлiчваўся. 
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Уключэнне у S  навакольнага свету S  дазваляе фармальна рашаць 
задачу канструявання як задачу ўзгодненнага фармiравання структур сiстэм 
розных узроўняў. Неабходныя змяненнi ў структуры S  лiчацца мэтай, па 
апiсанню якой можа быць з некаторай неакрэсленасцю адноўлена структура 
ствараемай сiстэмы i паслядоўнасць дзеянняў, якiя фармiруюць гэтую структуру 
(задача сiнтэза i вызначэння тэхналогii). У зваротнай задачы (задачы аналiза) па 
зменах у структуры ствараемай сiстэмы разлiчваюцца абумоўленыя iмi змены ў 
структуры навакольнага свету. 
 S  дазваляе таксама iмiтаваць актыўнасць сiстэм розных узроўняў у 
фармiраваннi сiстэм больш высокага ўзроўню i (пры паўторных працэсах) 
аднаўленне сiстэмы па аднаму яе элементу у падыходзячых умовах. Гэтая 
ўласцiвасць мае аналагi ў бiялагiчных i сацыяльных сiстэмах, у галаграфiчнай 
памяцi i г.д. 
 Тэорыя iерархiчных многаўзроўневых сiстэм узгоднена з iншымi 
iнфармацыйнымi мадэлямi i наследуе ўласцiвасцi найбольш удалых з iх - 
дынамiчнай сiстэмы   ,  [89] i лiкавай пазiцыйнай сiстэмы SL  [90,91]. 
Дынамiчныя i лiкавыя пазiцыйныя сiстэмы з'яўляюцца прыватнымi з'явамi S i 
прымянiмы на любых iнфармацыйных стратах;   ,  абагульняе ўсе вядомыя 

матэматычныя мадэлi, а сiстэма SL  прадстаўляе сабой дакладную 
iнфармацыйную тэхналогiю, якая адлюстроўвае агульныя законы iерархiчных 
многаўзроўневых сiстэм. 
 Усе новыя сiстэмы ўзнiкаюць з iснуючых адзiнак, якiя злучаюцца 
невядомым раней спосабам i потым (па зваротнай сувязi з болей высокага 
ўзроўня) адпаведным чынам мяняюць свае характарыстыкi. Па аналогii, 
сiмвальны (матэматычны) выраз S  пабудаваны з выразаў дынамiчных сiстэм 
  ,  [89], лiкавых пазiцыйных сiстэм SL  i геаметрычных канструкцый G, якiя 

затым азначаны ўласнымi сiмваламi S  . 
Матэматычны выраз S  спачатку будуецца з прымяненнем   ,  i SL ; 

зваротная задача (трансляцыя   ,  i SL  у тэрмiны S ) для   ,  з'яўляецца 

дастаткова простай i не патрабуе спецыяльнай увагi, а для SL  разглядаецца нiжэй. 
Акрамя гэтага, у сiмвалах S  разглядаюцца таксама найбольш значныя 
геаметрычныя характарыстыкi - размернасць i звязанасць. 
  
  

1.4.1. Матэматычны выраз двухузроўневай сiстэмы 
 
Двухузроўневая сістэма  задаецца наступным чынам: 
 

   ,, 0SS   (1.9) 
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дзе   - агрэгаваная дынамiчная рэалiзацыя S , 
  - структура S , 

0S  - каардынатар, 

 - iндэкс узроўня,  SL ; 
SL  - лiкавая пазiцыйная сiстэма, да якой таксама належаць наборы I  (велiчынi 
m  ) iндэксаў на адпаведных узроўнях ; 

 
 

0,~ S  ,    ~,0S , 
 

         ,,,,,~
po  

 
      

  ,,,,, popp U  

 
  U ,~ 1    Iii   :11    

 
дзе   YUXU ,,   - узаемадзеяннi So  з S , 

 SUU /1 , U  - узаемадзеяннi элементаў 1S  у  . 

Дынамiчныя выразы сiстэм So , Po , P , S  запiсваюцца наступным 
чынам: 

 
    TtYXC ttttooo  &::,   (1.10) 

   ttTttCXC ttttttoo   &,&:  

 
    TtYCX ttttopopop  &::,   (1.11) 

  ttTttXCX ttttttopop   &,&:  

 
    TtYCX ttttppp  &::,    (1.12) 

  ttTttXCX ttttttpp   &,&:    

 
    TtYXC tttt  &::,    (1.13) 

   ttTttCXC tttttt   &,&:    
 
дзе T  - час узроўня , адносiны сiмвалаў C , X , Y  задае табл.1.3: 
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Таблiца 1.3 
Сувязі сімвалаў C , X , Y  

 

U
  C  X  Y  
So  C  X  Y  
Po  X  C  Y  
P   XYX    C   YXY    

S  C   XYX     YXY    

 
X  i Y  - кампаненты X  i Y , якiя не залежаць ад S  непасрэдна. 

Каардынатар 
0S  таксама задаецца сiстэмай 

 
 

0000 ,,  SS   (1.14) 

 
дзе 

0  - агрэгаваная дынамiчная рэалiзацыя 
0S , 

0  - структура 
0S , 


0  фармiруецца з ведаў 

0U  аб узаемадзеяннях 
0S  з  1/

0
1/

00 ,   SSS  : 
 

 
0000 ,, YUXU    (1.15) 

 
  WGX ,1

0
   1

0 ,   WGY  

 
  1/

0,,   UGW     1/
0

11 ,,    UWG   

 
G  - сiгнал каардынацыi элементам   IiSS i   :11 , 

1W  - зваротная сувязь ад 
0S  да каардынатара 1

0
S , 

1G  - сiгналы каардынацыi ад 1
0
S , 

W  - зваротная сувязь ад 1S : 

 
t

t
t TT  , , (1.16) 

 

  1
,






t
tt

t TT  , 

 

  111)1(11 ,


 


t
t

t TT  , 
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  11)1(1)1( ,   t
tt

t TT  . 

 
Каардынатар з'яўляецца многаслойнай сiстэмай i мае тры слаi: 

выбара ( 
0S ), навучэння ( 

0S ) i самаарганiзацыi ( 
0S ), якiя злучаны наступным 

чынам: 
 

    S S0 0
   { , , }, (1.17) 

    S S0 0
   { , , }, 

   S S0 0
   { , , }? . 

 

Задача слоя выбару - кiраванне сiстэмай S  сродкамi той стратэгii 
каардынацыi  

oooooo   ,,, , якая адпавядае бягучаму стану 

арганiзаванасцi сiстэмы i неакрэсленасцi ведаў аб ёй у 
0S ; задача слоя навучэння 

- кiраванне зменай стратэгiй каардынацыi (структурай слоя 
0S ); слой 

самаарганiзацыi змяняе агульны стан сiмвальнага выраза S . 
У  S  на кожным L  прастора станаў C

  мае чатыры класа 

арганiзаванасцi сiстэмы i акрэсленасцi ведаў аб ёй, якiя iндэксуюцца наборам 
    L  ?, , , , дзе сiмвал ? адказвае найменьшаму ўзроўню арганiзаванасцi S  

(калi ўзровень сувязей у    не больш -3) i найбольшай неакрэсленнасцi ведаў 
каардынатара ( 

0S  мае ў гэтым выпадку толькi абстрактны выраз S  на бягучы 

момант  t T T T T     ? , , ,   ); далей адпаведныя ўзроўнi растуць i сiмвал  

адказвае максiмальна высокай арганiзаванасцi S  i акрэсленасцi iнфармацыi яе 
каардынатара 

0S . Кожнаму стану  c C   (  L ) сiстэмы S  адпавядае свая 

ўласная стратэгiя каардынацыi  0 0
  . Заўважым, што элементы S 1 сiстэмы 

S  звязаны ў    па сваiх працягах U Si i
  1 1~  (як i So  звязаны з S  па 

U S 
~ , дзе ~S   - працяг o S~   у S ), што робiць канчатковую дыскрэтную 

сiстэму    бесперапыннай (безразрыўнай), хоць невысокiя ўзроўнi (дэфекты) 
некаторых сувязей з'яўляюцца ў нейкiм сэнсе разрывамi. 
 Iснуюць таксама безразрыўныя мiжузроўневыя сувязi - сiстэму ўзроўня  у 
стане  можна лiчыць сiстэмай узроўня +1 у стане ,  +2 - у стане   i +3 - у 
стане (?). Матэматычна гэты закон запiсваецца наступным чынам: 
 

    ( ) ? &?
`

S S T S S T        1 0  (1.18) 
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        S T S t t t T t t
             

 & & ?? ? ?
1 1 2 0  

       S T S S T    `
? & ? &1 1 2 0  

       & & ?? ? ?S T S t t t T t t T t t
                   

  
1 1 2 2 3 0  

             S T S S T S S T       `
?& & ? &1 1 2 2 3 0

  

      & & ? ?S T S t t t T t t T t t T                      
    

1 1 2 2 3 3  

             S T S S T S S T S        `
?& &1 1 2 2 3 3

   

 
дзе сiмвал 0?  адпавядае абсалютнай неакрэсленасцi i неарганiзаванасцi S  
адносна бягучага ўзроўня L . 
 
 

1.4.2. Лiкавая i геаметрычная iнфармацыя ў S  
 
Прастора станаў  c C  ,   L  з'яўляецца найбольш абстрактнай у S . 

Больш канкрэтныя адзнакi на ўзроўнях   L  можна атрымаць у кодзе лiкавай 

пазiцыйнай сiстэмы SL  , мадэль якой дастаткова разгледзець на прыкладзе аднаго 
стандартнага блоку LS

. 
Такi блок азначаецца на базiснай сiстэме 

~T  : 

 

          
~ ~ ~ , ~ ~ , ~ ~ ,~? ~

?T               (1.19) 

   ~ ~ , ~ , ~ ( , , ,?) , ~ ,(?, , , )                  0  

   ~ ~ ~ , ~ , ~ ( , ,?) , ~ ,(?, , )                   0 0  

   ~ ~ ~ , ~ , ~ ( ,?) ,~? ,(?, )                0 0  

   ~? ~ ~? , ~? , ~? ~? , ~? , ~?            0 0 0  

( , , ,?) ( , , , ?)            

(?, , , ) ( ?, , , )            

 
Дыяграма   на мал.1.3 задае адносiны сiстэм  







~ , ~ , ~ , ~?T T T T     (

 


  , 


  1, 


   2 , ?


   3) i з'яўляецца па сутнасцi 

аналагам асноўнага закону S  сістэмы S  на 

~T  , сiмвал 
  ,   L  

служыць для пазначэння адпаведнасцi злучаных такiм чынам сiстэм; = 
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адпавядае эквiвалентнасцi (калi адрозненне злучаных сiстэм мае ўзровень 
  1), сiмвалы , , ? адказваюць адрозненням узроўня не больш, чым -2,  -
1 i  адпаведна. 

У адпаведнасцi з  , сувязi лiкавых характарыстык у SL  задаюцца 
наступным чынам: 

 
     1    2   ?3  

            
   1  = 01 1.   = 001 2.  = 0001 3.    (1.20) 
   ║ 
  10 1      ( )LS  
 
     ( )( )LS 1  
 
дзе 1 - адзiнка ўзроўня , асновы m1, m , m1 , m2 , m3  не абавязкова 
аднолькавыя. 

Мал.1.4 дае прадстаўленне аб структуры адной з сiстэм LS


 i яе працягу 

U LS 


~ , па якiм яна звязана з iншымi адзiнкамi свайго ўзроўня, i адлюстроўвае 

некаторыя асноўныя рысы LS : бесперапыннасць яе структуры на кожным узроўнi 
i бесперапынны рух узроўняў. 

Сiстэма SL  дзейнiчае наступным чынам. У эталонным стане блок { L LS S, ~ } 
мае толькi нейтральныя элементы i можа атрымлiваць на ўваход X   элементы 
рознай арыентацыi; злучэнне процiлегла арыентаваных элементаў зноў дае 
нейтральны. Калi колькасць аднолькава арыентаваных элементаў стане роўнай 

m , на ўзровень +1 iдзе сiгнал w1  (адзiнка ўзроўня ) аб пераходзе LS

 у стан 
  . У гэтым стане кожная сiстэма Li

S  аддае свой працяг ~Li
S  сiстэме Li

S
1
  i далей 

уваходы ўзроўня  атрымлiвае Li
S
1
  . 

Зменай станаў сiстэмы LS

 у прасторы    L  {?, , . }  кiруе яе 

каардынатар S LS
0
  функцыяй    0 0

 L LS S  са свайго кананiчнага выразу 0
  у 

 C LS
0
 ,  . 

Для таго, каб звязаць SL  з палямi рацыянальных, камплексных i гiперкам-
плексных лiкаў, разгледзiм таблiцы множання на адпаведных звужэннях 

~T  . 
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Мал.1.3. Мiжузроўневыя сувязi ў SL  (фрагмент) 
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Мал.1.4. Сiстэма LS


 i яе працяг U LS 


~  
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Множанне рацыянальных лiкаў задаецца таблiцай функцый змены станаў 

   
R

0 R
  LS



   на звужэннi R
~T   сiстэмы 

~T    (табл.1.4): 

 
 

  &},,{
~ 0

R T , (1.21) 

   выконвае роль нуля, а   - адзiнкi. 

Множанню ў полi камплексных лiкаў адказвае таблiца    C C
0 


  LS  на  

&)(Re&&&},,,,{
~

C
 

 T  
 C&C0&)(Im&     (табл.1.5). 

Таблiца  
Z
  множання гiперкамплексных лiкаў (табл.1.6) азначана на 

ўзоры кватэрнiонаў; адпаведная ёй дыяграма сувязей мнемакоду задаецца на 

Z      
~ { , , , ?, ?, ?, , , }T          0 , дзе 0 0?  ,   - сапраўдная адзiнка, 

  ,    ,  ?  - тры ўяўныя (мал.1.5). 
Усе таблiцы множання атрымлiваюцца з   наступным чынам: 

iндэкс i Lc  элементаў станаў адпавядае ic
~   у крынiчным стане сiстэмы 



~T  , дзе цэнтрам каардынат лiчыцца 
~  ; 

iндэкс i Lx  элементаў уваходаў (сiгналаў каардынацыi) задае ўзровень 

ix ; з якога далей разглядаецца сiстэма 
~T  , iнакш кажучы, ix  задае новы цэнтр 

каардынат. 
змяненне iндэксаў стану адбываецца так, каб нiводны з радкоў таблiц не 

паўтарыў вынiк iншых радкоў. 
Лёгка ўбачыць, што ўсе алгебраiчныя сiстэмы i аўтаматы атрымлiваюцца як 

асобныя выпадкi лiкавай пазiцыйнай сiстэмы SL , але зваротнае немагчыма, таму 
што SL  з'яўляецца iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмай з мiжузроўневымi 
сувязямi, якiя не могуць быць азначаны нi адным з аднаўзроўневых 
матэматычных выразаў. 
 Заўважым, што на большую агульнасць i адначасова большую 
канкрэтнасць лiкавых пазiцыйных сiстэм у параўнаннi з алгебрай, аналiзам i 
геаметрыяй указваў Лебег [90]. 
 Лiкавая пазiцыйная сiстэма SL  звязвае ўсе лiкавыя адзнакi S . 

Так, метрычная характарыстыка  M  (мера даўжынь, плошчаў, 

аб'ёмаў, вуглоў) атрымлiваецца ў адзiнках (эталонах)          H { , , , }?  

з каэфiцыэнтамi з SL  : 
 

     ~ ~ , ~ , ~     0 ,  0
1 0 1 1 1

     ~ ~ , ~ , ~ ~            (1.22)  
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Таблiца 1.4 
)(

R  
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 Таблiца 1.5 

)(
C  

 
 

X 

 

C           

           
           

      

           
           

 
  

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



 36 

Таблiца 1.6 
Z

( )  
 

 
X 

 

C  0?  ?        

0? 0? 0?  0?  0?  0?  

 ?  0?        ?  
  0?      ?    
  0?    ?      
  0?  ?        

 
 
 
 
   
 
   
   
    
    
       
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Мал.1.5. Дыяграма сувязей мнемакоду 
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дзе   L ,  ~   - адмоўная, 0~   - нейтральная, ~   - дадатная часткi ~  ; адзiнка 

адзнакi 0~   з'яўляецца адзiнкай больш нiзкага ўзроўня -1 i г.д. Лiкавыя адзнакi 

арганiзаванасцi S  - дэфект звязанасцi 
~
   i канструктыўная размернасць ~

   - 
будуюцца наступным чынам. 

Няхай зададзены аб'ект   i атабражэнне  R: U   , такiя што: 

 
                ( , ) :( , ) & & & { }n n L N L n N N N

+ 0 , 

    R( U n   ) ( , ) ,      (1.23) 

      ( )( { : ) }& ( )
    

     U U U U U U ni i n
   


 R( R , 


R:U Li


 , n U NR:

  , n - магутнасць U
 , 

Ui
  - узаемадзеяннi Si

1  у   ; 

N
+  - мноства натуральных лiкаў, L LS . 

Тады 
  называецца дэфектам звязанасцi    парадку  кратнасцi n, пры 

гэтым: 
( ) ( , { , , , })     L I I   0 1 2 3 . (1.24) 

 
Месцазнаходжанне ў    парушэнняў звязанасцi вызначаюцца параметрам 

 ,
 : 

        , , ... , :  i i 0  (1.25) 

 

       ( ) , , : , & & 
,              

  
     0 i i i I I i iR(U  

Для кожнай сiстэмы S  узроўня L  дэфектам звязанасцi 
  у  S   

называецца звужэнне дэфекта звязнасцi  ,
1  сiстэмы S 1  на U  . 

У кодзе лiкавай пазiцыйнай сiстэмы SL  дэфект звязанасцi задаецца ў 
выглядзе: 

 
~ ... , ~ { , }.   

  
    n n3 0  (1.26) 

 
Фармальнае азначэнне канструктыўнай размернасцi i спосаб яе разлiкаў 

атрымлiваецца з азначэння i спосаба разлiку дэфекта звязанасцi 
~
  . 

Канструктыўнай размернасцю     сiстэмы S  называецца яе лiкавая 
характарыстыка, якая запiсваецца ў кодзе SL : 
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~ ... , ~ { , }, ( ) ( )   

    
      n n n ni i3 0 3  (1.27) 

 
дзе ( )n Ni   , i=0,1,2,3; 

  i 
  - канструктыўныя размернасцi    i    

адпаведна. 
 Заўважым, што размернасцi Еўклiда, Лебега-Браўэра, Урысона i 
параметрычная атрымлiваюцца як асобныя з'явы канструктыўнай размернасцi ~

 

, а вядомыя класы графаў можна азначыць з дапамогай 
~
  . 

Прыклад сувязi ~
   з размернасцю Еўклiда даюць адносiны: 

 
калi ~

    0 0 0 1     S   - кропка; 
0 0 1 0  лiнiя; 
0 1 0 0  паверхня; 
1 0 0 0   3-мерны аб'ект. 

 
Прадстаўленне ~  , 

~
   i ~

   у кодзе SL  дае магчымасць выконваць з iмi ўсе 
яе дзеяннi, у тым лiку разлiчваць змены размернасцi i звязанасцi аб'ектаў пры 
зменах iх маштабаў (множанне у 

~T  ). Адзнакi ~  , 
~
   i 

~
   структуры    i 

сцiснутай (агрэгаванай) дынамiчнай рэалiзацыi    разлiчваюцца адна па другой 
у адпаведнасцi з законам S . 

Акрамя гэтага, магчыма, дзякуючы здольнасцi да сцiскання iнфармацыi i 
аднаўлення яе па любому фрагменту, рашаць задачы сiнтэзу складаных структур 
з элементаў больш нiзкага ўзроўню з разлiкам iх агрэгаваных характарыстык на 
больш высокiх узроўнях. 
 

1.5. Высновы 
 

 Прыведзена матэматычнае азначэнне iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмы 
S . 

 Паказана, што тэорыя iерархiчных многаўзроўневых сiстэм узгоднена з 
iншымi iнфармацыйнымi мадэлямi i ўдасканальвае асноўныя характарыстыкi 
найбольш удалых з iх - дынамiчнай сiстэмы   ,  [89] i лiкавай пазiцыйнай 

сiстэмы SL . 
Выраз S  уключае звязаныя каардынатарам 

0S  выразы аб'екта So , яго 

навакольнага свету S , працэса Po , якi выконваецца аб'ектам So  у S , 

працэсу P , якiм сiстэма S  змяняе So . 
У адрозненне ад iншых тэорый канструявання, у тым лiку i найбольш 

прагрэсiўнага структурна-функцыянальнага падыходу (а таксама адпаведнай яму 
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мадэлi двухузроўневай сiстэмы), у выразе S  яўна ўлiчваецца навакольны свет 
сiстэмы S . 

Атрыманы выраз іерархічнай многаўзроўневай сістэмы S , якi аб'ядноўвае 
дынамiчную   , , лiкавую пазiцыйную SL  i двухузроўневую сiстэмы, магчыма 
скарыстоўваць усюды, дзе прымяняюцца такiя сiстэмы. Здольнасць каардынатара 


0S  не толькi кiраваць сiстэмамi рознага ўзроўня арганiзаванасцi, але i змяняць 

уласную структуру матэматычнага выраза  S , дае S  магчымасць далейшага 
мэтанакiраванага самаўладкавання. 
 Мiжузроўневыя сувязi стратэгiй каардынацыi ў выразе каардынатара 
з'яўляюцца неабходнай умовай для арганiзацыi разлiкаў на аб'ектах рознай 
размернасцi, а таксама для арганiзацыi сувязi фiзiчных i геаметрычных 
характарыстык у азначэннi рухаў i дэфармацый. 
 Прапанавана дакладнае азначэнне дэфекта звязанасцi i канструктыўнай 
размернасцi i спосаб iх разлiкаў. 
 Згаданае азначэнне канструктыўнай размернасцi i звязанасцi ўзгоднена з 
усiмi выразамi геаметрычных аб'ектаў, прыведзенымi ў аналiтычным аглядзе i 
такiм чынам дазваляе не толькi карыстацца выключна iм у задачах геаметрычнага 
канструявання (што найболей эфектыўна), але i ўжываць яго ў якасцi стандартнага 
коду, годнага аб'ядноўваць iншыя вядомыя прадстаўленнi. 
 Выкананыя даследаваннi даюць магчымасць лiчыць, што агульны выраз 
(код) (якi агрэгiруе iнфармацыю аб аб'екце канструявання, яго навакольным свеце 
i працэсах яго стварэння i змены i задавальняе патрабаваннi да сiстэм 
праектавання) перспектыўны для рашэння задач, якiя зараз рашаюцца рознымi 
выразамi. 
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2. IЕРАРХIЧНАЯ СIСТЭМА ГЕАМЕТРЫЧНЫХ ВЫРАЗАЎ 
 

2.1. Агульнае азначэнне геаметрычных выразаў 
 
 
 Геаметрычную iнфармацыю (мноства зменных V ) можна разбiць на 

тры класы 
    ,,,, 321 VVVV , (2.1) 

 
дзе    1: VIii    - метрычныя характарыстыкi (стан геаметрычнага 

аб'екта ў яго агрэгаваным выразе  ); 
  2: VIii    - апiсанне мяжы аб'екта (узаемадзеяннi U  

геаметрычнага аб'екта з iншымi геаметрычнымi аб'ектамi); 
  3: VIii    - апiсанне структуры аб'екта. 

Любы геаметрычны аб'ект S тады можа быць прадстаўлены у выглядзе 
адносiн  

S   (2.2) 
 

на дэкартавым здабытку зменных  ,, . 
Кожны клас зменных VVi   мае адпаведную структуру Vi  , т.ч. iснуе 

мноства 
   ,,1 , (2.3) 

 
дзе    - структура  ,   - структура  ,   - структура  . 

Акрамя гэтага, iснуе мноства адносiн склейкi 2  памiж зменнымi  ,, , 
якое азначае структуру ўсяго V . 

Адносiны з 2  задаюцца на дэкартавым здабытку 11   . 
Усё мноства адносiн на V  будзем абазначаць  :    21,  . 
Элементы i  прадстаўляюць сабой класы структур, iнварыянтныя 

адносна падмноства метрычных характарыстык, элементы мноства   - 
адпаведныя гэтым i  класы межаў. 

Класы структур i  вызначаюць тапалогiю геаметрычнага аб'екта S - 
характар сувязей яго элементаў. Пры вядомым   тапалогiя мяжы вызначаецца 
адназначна. 

Адно з адносiн класа 2  заключаецца ў тым, што  , т.ч. мяжа  любога 
геаметрычнага аб'екта S  заўсёды ўваходзiць у яго структуру  . 

Апiсанне мяжы выдзелена ў асобную групу зменных, паколькi для 
шырокага класа задач дастаткова аказваецца апiсання мяжы аб'екта. 
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Менавiта мяжа прадстаўляе сабой вобласць узаемадзеянняў геаметрычнага 
аб'екта S з яго вонкавым асяроддзем - навакольнай прасторай S  (iншымi словамi 
-   задае палажэнне S у S ). 

У спалучэннях S з iншымi аб'ектамi (пры стварэннi сiстэм болей высокага 
ўзроўня, чым S) прымаюць удзел элементы мяжы S, т.ч. для таго, каб сабраць з 
некаторага мноства аб'ектаў сiстэму болей высокага ўзроўня, якая мае патрэбныя 
ўласцiвасцi, неабходна ўзгаднiць (скаардынаваць) межы гэтых аб'ектаў. 

Кожнае   адпавядае, такiм чынам, сiгналу каардынацыi на S. Пры 
гэтым крытэрый адбору элементаў   (ураўненне  ) адпавядае ўздзеянням 
першага тыпу ( 1G ), а заданне ў яўным выглядзе структуры   (указанне элементаў, 
iх узаемадзеянняў i метрычных характарыстык) адпавядае каардынуючым 
уздзеянням другога тыпу ( 2G ). 

Сканструяваць геаметрычны аб'ект S - гэта значыць вызначыць для яго 
значэннi зменных , , . 

У заданнi на канструяванне можа быць азначана любое падмноства 
параметраў з  , дапаўненне гэтага падмноства да ўсяго мноства 
параметраў тады неабходна азначыць у працэсе канструявання. 

Вядомыя параметры, якiя адказваюць пачатковаму стану праекта аб'екта S, 
будзем называць уваходам працэсу канструявання, невядомыя - выхадам. Для 
кожнага разбiення   ,,  на вядомыя i невядомыя параметры (для кожнага 
набора ўваходаў i выхадаў) iснуе дачыненне склейкi з семантычнай сеткi  . 

У таблiцы 2.1 прыведзены магчымыя разбiеннi   ,,  на ўваходы i 
выхады, дачыненнi з  , якiя адпавядаюць гэтым разбiенням, i абазначэннi 
працэсаў канструявання для кожнага дачынення. Абазначэнне  S  адказвае 
звужэнню семантычнай сеткi на канкрэтны аб'ект S. 

Сiмвалам ? у табл. 2.1 абазначана невядомая зменная - зменная, якая наогул 
адсутнiчае ў V , або такая, для якой не зададзена структура ў сэнсе 1 . Дачыненнi 
склейкi з 2  памiж гэтай зменнай i другiмi зменнымi з V  у гэтым сэнсе не 
азначаны. Для таго, каб уключыць гэта паняцце ў сiстэму, неабходна пабудаваць 
яго структуру - дачыненне з 1 , а потым усталяваць усе неабходныя адносiны з 

2  (пашырыць семантычную сетку  ). У гэтым удзельнiчаюць усе слаi 
каардынатара сiстэмы, у тым лiку i слой самаарганiзацыi. 

Адносiны склейкi i адпаведныя iм працэсы канструявання ў табл. 2.1 
упарадкаваны па ўзрастанню ўзроўню неазначанасцi. У выпадку SP ,  усе 
параметры , ,   аб'екта S заданы i неабходна толькi праверыць iх правiльнасць 
(узгодненасць) з дапамогай семантычнай сеткi   i/цi знайсцi ў памяцi сiстэмы 
раней сканструяваны аб'ект (вядомае рашэнне). У выпадку SP ?,  задана 
зменная, невядомая для сiстэмы (?) (не ўключаная ў лiк геаметрычных зменных 
V ). Адпаведнае (геаметрычнае) дачыненне склейкi з   не азначана ( ). 
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Табліца 2.1 
 
 

Магчымыя разбiеннi параметраў   ,,V  у заданнях 
на канструяванне, адносiны склейкi i працэсы 

канструявання, якiя адпавядаюць гэтым разбiенням 
 
 

Працэс 

канструявання 

Вядомыя 
параметры 
(уваход) 

Невядомыя 
параметры 

(выхад) 

Дачыненне 
семантычнай 

сеткi 

P,S , ,  S  |S 

P,S ,  , S ,|S 

P,S ,  , S ,|S 

P,S  , , S ,|S 

P,S ,  , S ,|S 

P,S  , , S ,|S 

P,S  , , S ,|S 

P?,S ? , , , S , S  
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Пры гэтым сiстэма павiнна пабудаваць структуру для невядомай зменнай 
(дачыненне з 1 ) i ўсталяваць сувязi гэтай структуры з усiмi астатнiмi структурамi 
з 1  (пабудаваць невядомыя адносiны з 2 ) - пашырыць семантычную сетку  . 
Нягледзячы на такую поўную неакрэсленасць, сiстэма ўсё ж можа рашыць гэту 
задачу, паколькi спосаб скасавання неазначанасцi адносна S i   закладзены ў 
сiстэму загадзя i задаецца двухузроўневай сiстэмай з дынамiчнымi аб'ектамi. 
Заўважым, што i ва ўсiх папярэднiх сiтуацыях S  заўсёды зададзены i менавiта 
яго каардынатар 0S  па тыпу задання на канструяванне i стану сваёй памяцi 
(вызначанаму мiнулым вопытам) усталёўвае ўзровень азначанасцi ведаў i выбiрае 
адпаведную гэтаму ўзроўню стратэгiю iх удасканалення - алгарытм працэса 
канструявання. 

Такiм чынам, структура працэса канструявання задаецца - разбiеннем V  на 
вядомыя i невядомыя параметры (уваходы i выхады) - заданнем на канструяванне;  

- аб'ектам канструявання S (канкрэтнымi значэннямi характарыстык); 
- узроўнем неазначанасцi адносiн семантычнай сеткi   (мiнулым вопытам 

канструявання). 
Заўважым, што радкi табл. 2.1 адпавядаюць класам працэсаў 

канструявання; кожны клас утрымлiвае ўсе варыянты задання ўваходаў. А 
менавiта, кожная зменная VVi   можа быць зададзена сваiм дакладным 

значэннем î  цi iнтэрвалам магчымых значэнняў -   *** , ii  . Акрамя гэтага, можа 
быць зададзены крытэрый якасцi, якi дазваляе адбiраць значэннi канкрэтных 
зменных (напрыклад, пры канструяваннi тэлевезiйнай вежы яе вышыню 
неабходна iмкнуць да максiмума, а аб'ём - да мiнiмума магчымага). У структуры 
Vi  зменнай V  гэта адбiваецца ўвядзеннем вагавага каэфiцыента i  . Далей, 

значэннi кожнай зменнай V  для пабудовы структуры Vi   (адносiны з класа 1 ) 
павiнны быць упарадкаваны - напрыклад, з дапамогай мноства момантаў часу T, 
якiя адпавядаюць з'яўленню адпаведных значэнняў V  у сiстэме (вымярэнняў itv  
зменнай iV ). i  i i  таксама з'яўляюцца функцыямi часу - )(ti  i )(ti .  

Агульнасiстэмная структура любой зменнай VVi   можа быць 
прадстаўлена, такiм чынам, таблiцай на мал. 2.1. 

Мал. 2.1 утрымлiвае многа дадатковай iнфармацыi, якая неабходна для 
азначэння Vi  i )(tVi , i не захоўваецца ў сiстэме пасля таго, як Vi  i )(tVi  
пабудаваны. 
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Мал.2.1. Агульнасістэмная структура дачынення Vi  для зменнай Vi ; 
Vi - адзінка вымярэння па Vi ; 

 V ti  - прадстаўленне зменнай у выглядзе дынамічнай сістэмы; 
V it  і Vit  - вытворныя Vi  па t. 
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Дадатковая iнфармацыя ўключае значэннi itV  i вытворных па часу, 

прадказаннi ̂ ,  ***,  у розныя моманты часу, а таксама вось (iнтэрвал) часу 
(калi )(tVi  - аналiтычная функцыя). 

Канчатковы выгляд Vi  уключае iмя зменнай, адзiнку вымярэння, 
функцыю )(tVi  i вагавую функцыю )(ti ; калi )(tVi  - аналiтычная функцыя, то 
дадаткова ўказваецца iнтэрвал T, пачатковае i канечнае значэнне )(tVi  (звужэнне 

TtVi )( ); калi )(tVi  - кавалкава- гладкая (сплайн), захоўваецца вузлавы вектар для 
T i значэннi )(tVi  i яе вытворных у азначаныя моманты Tt ; для дыскрэтных 
функцый Vi  задаецца адпаведным аўтаматам. 

Функцыi )(tVi  маюць, такiм чынам, структуру дынамiчных сiстэм [89] i 
класiфiкаваны на сiстэмы без папярэджання, прадвызначаныя, стацыянарныя i г.д. 
сiстэмы.  

Спосаб пабудовы )(tVi  (спосаб пабудовы структуры, шкалы па зменнай iV
) у выглядзе блок-схем прыведзены ў [89]. Праверка правiльнасцi мадэлi )(tVi  
здзяйсняецца з дапаможнай зменнай  (па ўжо маючай мадэлi значэнне )(tVi  
экстрапалiруецца на некаторы iнтэрвал (момант) часу, напрыклад, на момант kt  

(k<n), i прадказанне ̂  (або  ***, ), зробленае для nt  у момант kt  (k<n), 
параўноўваецца потым з рэальным вымярэннем  ni tV ; у выпадку несупадзення 
прадказанага значэння з рэальным (назiраемым) - мадэль )(tVi  карэкцiруецца). 

Разгледзiм цяпер адносiны класа 1  для геаметрычных зменных  ,, . 
 
 

2.1.1. Метрычныя характарыстыкi (  ) 
 

  Iii :  
 


























. 

; 

;

вуглы

ёмы;аб' 

плошчы
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Па кожнай са зменных 51 ...,,  , уваходзячых у структуру 1   на , 

таксама задаецца адпаведная матэматычная структура. 
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Каардынаты ( 1
). Сiстэма каардынат задаецца наборам каардынатных 

зменных i структурай кожнай зменнай - адзiнкай вымярэння i матэматычнай 
структурай тыпу груп, кольцаў, палёў, лiнейных прастораў. 

Г.зн. па кожнай са зменных задаецца (у выпадку геаметрычных 
каардынатных сiстэм) загадзя вядомая дынамiчная сiстэма. Мноству момантаў 
часу ў дадзеным выпадку адпавядае група цэлых, кальцо рацыянальных цi поле 
сапраўдных лiкаў. 

Iнакш кажучы, для зменных 1  уводзяцца абстрактныя структуры 
дадзеных, якiя ўтрымлiваюць абстрактны тып дадзенага i мноства дзеянняў, якое 
не выводзiць за межы гэтага тыпу. 

Каардынаты 1  могуць быць 


















;

;

;

чныябарыцэнтры

сферычныя;

прасторы) йпраектыўна(у  аднародныя

каардынаты дэкартавы 

1  

Для сферычных, палярных, цылiндрычных каардынат паняцце вугла 
ўключаецца ў каардынатную сiстэму, але паколькi вуглы могуць 
выкарыстоўвацца як метрычныя характарыстыкi i па-за каардынатнымi сiстэмамi, 
гэтае паняцце выдзелена ў асобную групу 5  ; т.ч. адно з адносiн памiж зменнымi 

51 ...,,   заключаецца ў тым, што 51   . 
Памiж каардынатнымi сiстэмамi групы 1  iснуюць (добра даследаваныя ў 

матэматыцы) дачыненнi пераходу ад адной каардынатнай сiстэмы да iншай. 
Структуры груп характарыстык 52 ...,,   (   52

,..., ) для даўжынь, 
плошчаў, аб'ёмаў i вуглоў таксама добра даследаваны.   52

,...,  прадстаўляюць 

сабой адпаведныя метрычныя прасторы, т.ч. апiсваюцца дынамiчнымi сiстэмамi 
(або абстрактнымi структурамi дадзеных). Для канкрэтных класаў аб'ектаў S 
iснуюць добра азначаныя адносiны памiж iх метрычнымi характарыстыкамi 
розных узроўняў размернасцi - адносiны памiж даўжынямi старон, плошчамi, 
аб'ёмамi, вугламi). 

Iснуюць таксама дачыненнi памiж каардынатамi i iншымi метрычнымi 
характарыстыкамi; напрыклад, норма эўклiдавай прасторы задаецца ў выглядзе 

2
11

2
1212

2
11112 )(...)()( nn   , (2.4) 

 
дзе ),...,( 111 n  , ),...,( 111 n   - каардынаты двух кропак у прасторы размернасцi 

n, а 2  - даўжыня адрэзка, якi iх злучае. 
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2.1.2. Мяжа (  ) 
 

  Iii : , 

 
прычым        , , 
дзе   ,   - метрычныя характарыстыкi мяжы, 

 ,   - структура мяжы. 
Для любога аб'екта S (для тыпаў межаў i ) iснуюць азначаныя 

дачыненнi памiж метрычнымi характарыстыкамi яго мяжы. 
Максiмальны набор метрычных характарыстык геаметрычнага аб'екта   

ўключае 















.   

;   

;

вуглы

плошчы

   даўжыні

;каардынаты   

 

Структура мяжы можа быць азначана двумя спосабамi: 
 - апiсаннем элементаў мяжы i паказаннем iх узаемадзеянняў (сувязей 

межаў элементаў мяжы); 
 - крытэрыем адбору кропак мяжы - ураўненнем. 
Ураўненне паказвае, што мяжу дадзенага геаметрычнага аб'екта S 

складаюць толькi тыя кропкi, каардынаты якiх звязаны азначаным дачыненнем. 
Агульны выгляд ураўнення мяжы 3-мернага геаметрычнага аб'екта S 

прадстаўляе сабой параметрычны рацыянальны B-сплайн у аднародных 
каардынатах - у 4-мернай праектыўнай прасторы з двумя параметрамi - t i . 

Такi сплайн фактычна патрабуе абодва спосабы апiсання мяжы, дзе 
бясконцагладкiя ўчасткi задаюцца ўраўненнямi i ўказваюцца ўмовы спалучэння 
гэтых участкаў (падрабязней аб такiх структурах гаварылася вышэй (мал.2.1); 
далей пры разглядзе двумерных геаметрычных аб'ектаў будзе апiсана структура 
адпаведнай iм дынамiчнай сiстэмы). 

 
 

2.1.3. Структура (  ) 
 

  Iii : , 

 
прычым      0,, SUS  , 

дзе S  - мноства элементаў аб'екта S,  nSSS ,...,1 ; 
U  - мноства злучальных уваходаў (агульных участкаў межаў элементаў); 
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0S  - каардынатар S; стан 0S  адказвае ўзроўню неазначанасцi ў заданнi   
аб'екта S. 

Элементы аб'екта S (падсiстэмы SSi  ) задаюцца, таксама як i ўвесь аб'ект, 
наборамi 

iiiiS  , (2.5) 
 

дзе  i  - метрычныя характарыстыкi iS ; 

i  - апiсанне мяжы iS ; 

i  - апiсанне структуры iS . 
Пры гэтым метрычная характарыстыка аб'екта S для тыпаў 2 , 3 , 4  

роўная суме метрычных характарыстык элементаў S (з улiкам iх узаемадзеянняў). 
Апiсаннi iii  ,,  для любога SSi   супадае з прыведзенымi вышэй 

апiсаннямi , ,  аб'екта S, т.ч. элементы iS  адрознiваюцца ад S прынцыпова 
толькi ўзроўнем. 

Сувязi iU  элементаў аб'екта S прадстаўляюць сабой участкi межаў 
элементаў (элементы структур i ). Сувязi iU  задаюцца сiгналамi каардынацыi як 
першага ( 1G ), так i другога ( 2G ) тыпаў i дазваляюць узгадняць характарыстыкi 
элементаў S аб'екта S - будаваць з элементаў nSS ,...,1  сiстэму болей высокага 
ўзроўня S. 

Каардынатар 0S  - сiстэма, якая задае характарыстыкi элементаў эшалона S 
i ўзгадняе iх узаемадзеяннi з дапамогай паслядоўнасцi (геаметрычных) дзеянняў i 
дзеянняў прыняцця рашэнняў (выбар рашэння, пабудова семантычнай сеткi). 

Гэтыя класы дзеянняў уключаюць змены метрычных характарыстык, 
дзеяннi над межамi i непасрэдна над структурамi геаметрычных аб'ектаў, 
падрабязней яны будуць разгледжаны нiжэй. 

 
 

2.2. Класы структур геаметрычных аб'ектаў 
 

Да асноўных геаметрычных структур будзем адносiць  
- кропкi (абазначэннi аб'екта 0S , абазначэннi структуры 0 );  
- участкi лiнiй ( 1S , 1  адпаведна); 
- кавалкі паверхняў ( 2S , 2 ); 
- аб'ёмныя аб'екты ( 3S , 3 ). 
На мностве  3210 ,,,   можна ўвесцi структуру iерархiчнай 

многаўзроўневай (стратыфiкаванай) сiстэмы, калi замест iдэальных, 
матэматычных класаў аб'ектаў 0S , 1S , 2S  увесцi iх эквiваленты, якiя маюць усе 
метрычныя характарыстыкi рэальных аб'ёмных (3-мерных) аб'ектаў тыпу 3S . 

Зробiм гэта наступным чынам. 
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2.2.1. Кропка ( 0S ) 
 
Структура 0i  iдэальнай (матэматычнай) кропкi 0iS  задаецца наборам яе 

каардынат ( nnVV  ,...,11 ) i дзеяннямi, адпаведнымi структуры выбранай сiстэмы 

каардынат 1  (т.ч. структура 0i  - гэта абстрактная структура дадзеных 
каардынатнай сiстэмы - прасторы 1 , якая ўлiчвае размернасць прасторы, шкалы 
вымярэнняў па кожнай зменнай i мноства дзеянняў, якiя не выводзяць з 
разглядаемай прасторы - напрыклад, дзеяннi складання каардынат кропак i 
множання iх на лiк, звязаныя аксiомамi лiнейнай прасторы). 

Мяжа 0i  iдэальнай кропкi 0iS  не азначана (iдэальная кропка не мае мяжы). 

Метрычныя характарыстыкi 0i  iдэальнай кропкi: 
0

1
i  - значэннi каардынат; 
0

2
i =0; 
0

3
i =0; 
0

4
i =0; 
0

5
i  - значэннi вуглоў у адпаведнай каардынатнай сiстэме. 

Матэматычныя ўраўненнi i няроўнасцi фактычна прадстаўляюць сабой 
крытэрыi адбору iдэальных кропак, якiя належаць геаметрычным аб'ектам. 

Аднак, спецыфiка сучасных камп'ютэраў i патрабаваннi практыкi ў многiх 
выпадках не дазваляюць выкарыстоўваць паняцце iдэальнай кропкi. 

Напрыклад, усе графiчна створаныя кропкi маюць адрозныя ад нуля 
метрычныя характарыстыкi 2 , 3, 4, у тым лiку i кропкi з каардынатамi (0,0,...,0). 
У такiх кропак часта на самой справе маецца на ўвазе не толькi адрозненне ад нуля 
значэнняў 2 , 3, 4, але i складаная структура, якая выяўляецца пры змене 
маштабу выявы - дэталi тэхнiчнага ўладжання, горада на карце i г.д., у той час як 
для iдэальнай кропкi дзеяннi змянення маштабу не маюць сэнса - множанне 2 , 
3, 4 на любы лiк для 0iS  заўсёды дае ў вынiку нуль. 

Структура аб'екта, якi складаецца з iдэальных кропак, можа быць апiсана 
толькi матэматычным ураўненнем, паколькi ўсе геаметрычныя аб'екты, 
метрычныя характарыстыкi якiх 2 , 3, 4 адрознiваюцца ад нуля, утрымлiваюць 
бясконцую колькасць элементаў меры нуль. 

Таму разам з iдэальнай кропкай 0iS  будзем разглядаць умоўную 
геаметрычную кропку 0S  , апiсанне якой адрознiваецца ад апiсання 0iS . 

 
2.2.2. Азначэнне ўмоўнай кропкi 
 
Аб'ёмная (3-мерная) ўмоўная кропка 0S  задаецца наборам   ,, ,   i 

ўмовай (,), дзе ўмова: 
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 = {1,2} 
0   & R , R - мноства рацыянальных лiкаў; 

 
структура: =0 ; прычым 
 










2; пры куб

1;  пры шар0





 

 
мяжа: =0 

 










2; пры куба мяжа

1; пры шара мяжа0





 

 
метрычныя характарыстыкi: 

 0
5

0
4

0
3

0
2

0
1 ,,,,  , 

 










2; пры куба цэнтра каардынаты

1; пры шара цэнтра каардынаты0
1





 

 
0
5  - значэннi вуглоў у адпаведных каардынатных сiстэмах; 

0
4

0
3

0
2 ,,   - адпаведна лiнейныя, плошчавыя i аб'ёмныя характарыстыкi 

пры =1 - шара, пры =2 - куба. 
Пры гэтым 0

4
0
3

0
2 ,,   залежаць ад , т.ч. 

  0
2

0
2  ,   0

3
0
3  ,   0

4
0
4  ; 

пры =1 дыяметр шара  
0

2  ( 0
2

0
2  


), 

пры =2 даўжыня рабра куба  
0

2 . 
Т.ч. 3-мерная ўмоўная кропка прадстаўляе сабой шар або куб, метрычныя 

характарыстыкi 0
4

0
3

0
2 ,,   якога азначаюцца ўмовай . 

З умоўнымi кропкамi дазваляюцца ўсе тыя ж дзеяннi, што i з iдэальнымi (у 
гэтых дзеяннях у якасцi аперандаў удзельнiчаюць цэнтры ўмоўных кропак); 
акрамя гэтага, дазваляецца змена размераў. 

Умоўныя кропкi маюць наступныя характарыстыкi: 
 
Уласцiвасць 1. Любая ўмоўная кропка 0S  складаецца з канечнай колькасцi 

ўмоўных кропак 11
1 ,..., 

nSS , якiя маюць такую самую структуру, што i 0S , але 
метрычныя характарыстыкi меньшыя. 
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Уласцiвасць 2. Метрычныя характарыстыкi ўмоўнай кропкi 

nSSi
 


  1

2
01 , дзе n - колькасць элементаў 0S . 

Уласцiвасць 3. 
0

2  роўнае суме 
1

2i , i=1,...,n. 
 
Уласцiвасць 4. Дзеянне змянення маштабу ўмоўнай кропкi oS  не выводзiць 

яе з класа ўмоўных кропак, калi каэфiцыент маштабiравання 1; у процiлеглым 
выпадку 0S  можа трапiць у клас аб'ектаў, якiя не адпавядаюць умове . 

 
Уласцiвасць 5. Кожная ўмоўная кропка 01 SSi  , у сваю чаргу, складаецца 

з элементаў 2
iS , i=1,...,n. Такiм чынам, дзеянне знiжэння ўзроўня прывядзе ў 

лiмiце да ўмоўнай кропкi S , размеры якой не адрознiваюцца ад нуля. Умоўная 
кропка S  прадстаўляе сабой, такiм чынам, iдэальную кропку 0iS . 

 
Заўважым, што дзеянне знiжэння ўзроўня - гэта не дзеянне маштабiравання 

- пры знiжэннi ўзроўня зыходная кропка 0S  на кожным кроку аперацыi дзелiцца 
на ўсё болей дробныя элементы, тады як пры аперацыi маштабiравання 
памяньшаюцца памеры 0S . 

Такiм чынам, умоўныя кропкi дапускаюць болей шырокi клас дзеянняў, 
чым iдэальныя - дадаюцца два новых дзеяннi, якiя пры некаторых умовах 
пакiдаюць аб'ект у класе ўмоўных кропак; маштабiраванне i знiжэнне ўзроўня. 

Акрамя гэтага, умоўныя кропкi можна аб'яднаць у сiстэмы болей высокага 
ўзроўню, прымянiўшы ў спалучэннi канечную колькасць умоўных  
кропак, чаго нельга здзяйсняць з iдэальнымi кропкамi. 

Дзякуючы гэтаму з'яўляецца магчымасць увесцi простыя азначэннi лiнiй i 
паверхняў, якiя валодаюць усiмi ўласцiвасцямi iдэальных лiнiй i паверхняў i яшчэ 
некаторымi дадатковымi ўласцiвасцямi, якiя спрашчаюць iх пабудову i змену. 

Гэты факт i з'яўляецца асноўнай прычынай увядзення паняццяў умоўных 
кропак, лiнiй i паверхняў. 

 
 
2.2.3. Участак лiнii ( 1S ) 

 
Iдэальны участак (кавалак) (бесперапыннай) лiнii 1iS  задаецца наборам 

  ,, ,  ,  дзе: 

 утрымлiвае толькi адзiн адрозны ад нуля памер - даўжыню кавалка 1iS ; 
 00 , 

 ii SS , т.ч. мяжа кавалка iдэальнай лiнii утрымлiвае дзве 
(iдэальныя) кропкi, 
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 прадстаўляе сабой драбленне 1iS  на кароткiя кавалкi, таксама iдэальныя; 
кожны кавалак iдэальнай лiнii, даўжыня якога адрознiваецца ад нуля, заўсёды 
складаецца з бясконцай колькасцi iдэальных кропак i можа быць зададзены ў 
прынцыпе толькi ўраўненнем - крытэрыем адбору гэтых кропак. 

Такiм чынам, сувязь памiж узроўнямi iдэальнай кропкi i iдэальнай лiнii 
ўсталяваць практычна немагчыма - метрычныя характарыстыкi (памеры) любой 
канечнай колькасцi iдэальных кропак заўжды роўныя нулю, у той час, як даўжыня 
кавалка iдэальнай лiнii адрознiваецца ад нуля. 

 
 
2.2.4. Азначэнне кавалка ўмоўнай лiнii 
 
Кавалак (бесперапыннай) умоўнай лiнii з'яўляецца двухузроўневай 

сiстэмай 1S  , якая складаецца з канечнай колькасцi ўмоўных кропак 
  000

1 ,..., SSS n  , яны ўпарадкаваны строгiм лiнейным парадкам (кожная кропка 
0
iS , i=1, ..., n мае адну папярэдняю i адну наступную кропкi), прычым адлегласць 

ад цэнтраў любых двух суседнiх кропак не перасягае некаторы лiк  (
0   & R ). 

У базiсе   ,, ,   кавалак умоўнай лiнii прадстаўляецца ў выглядзе 

аб'екта 1S , для якога:  
1  - структура двухузроўневай сiстэмы, азначанай вышэй (якая 

складаецца з канечнай колькасцi  ўмоўных  кропак 0S )  i  крытэрый  адбору  
кропак - ураўненне (дачыненне склейкi 1S  на каардынатах кропак).  

 00
1

1 , nSS   - дзве ўмоўныя кропкi. Акрамя гэтага, 1  утрымлiвае 

мяжу болей нiзкага ўзроўня - межавыя кропкi ўсiх 0S .  
 1

4
1
3

1
2 ,,   дзе 1

4
1
3

1
2 ,,   звязаны з 0

4
0
3

0
2 ,, iii  , i=1, ..., n эшалона 

ўмоўных кропак 0S , якiя складаюць 1S , мiжузроўневымi адносiнамi. 
Каардынатар 1

0S  сiстэмы 1S  можа выконваць усе дзеяннi з умоўнымi 

кропкамi 0S , якiя дазваляюць узгадняць iх узаемадзеяннi такiм чынам, каб 
задавальнялась патрабаванне да ўсёй сiстэмы 1S  (задавальнялась ўраўненне для 

1S ). Г.зн. 1
0S  можа вызначыць усе элементы 1S , зыходзячы з патрабаванняў да 

ўсёй сiстэмы 1S , прычым, калi зададзена мяжа  00
1 , nSS  i ўмова , колькасць n 

элементаў 0
iS  устанаўлiваецца адназначна. 

Дзеля гэтага, каб болей строга сфармулiраваць гэтыя важныя ўласцiвасцi, 
увядзём паняцце каркаса ўмоўнай лiнii. 
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Каркасам кавалка ўмоўнай лiнii 1S  называецца любое падмноства 0S , якое 
ўключае  00

1 , nSS . 0S  называецца поўным кропкавым каркасам (кропкавым 

базiсам) 1S . 
 

 
 

2.2.5. Уласцiвасцi кавалкаў умоўных лiнiй 
 
Уласцiвасць 1. Каркас (поўны, кропкавы) 0S  кавалка ўмоўнай лiнii 1S  

адназначна задаецца мяжой 1  сiстэмы 1S  i крытэрыем адбору ўмоўных кропак. 
 
Уласцiвасць 2. Крытэрый адбору ўмоўных кропак 0S  кавалка лiнii 1S  можа 

быць адноўлены па яго каркасу i ўмовах узгаднення ўзаемадзеянняў 
iU  умоўных 

кропак 0S , дзе 
iU  - элементы ўмоўных кропак 0S , якiя задаюць iх спалучэннi 

(элементы межаў умоўных кропак). Дакладнасць азначэння крытэрыя 
павялiчваецца з панiжэннем узроўню  умоўных аб'ектаў 

iU  ( - цэлы лiк).  Пры  

=- атрымлiваецца дакладны крытэрый адбору iдэальных кропак S . 
 
Уласцiвасць 3. Для ўпарадкавання элементаў 0S  сiстэмы 1S  неабходна i 

дастаткова аднаго параметра Tt  ( T - лiнейна ўпарадкаванае мноства). Пры 
гэтым пры знiжэннi ўзроўня  () на T уводзiцца структура пазiцыйнай 
лiкавай сiстэмы; пры першым разбiеннi 1S  на 0S  выкарыстоўваецца n цэлых 
лiкаў, далей n разглядаецца як аснова пазiцыйнай сiстэмы i пры разбiеннi кожнага 
элемента 0

iS , i=1, ...,n элементы 1
iS  аб'екта 0

iS  атрымлiваюць нумары, 
зададзеныя "дзесятковымi" дробамi сiстэмы з асновай n i г.д.; колькасць знакаў у 
нумары пасля "дзесяцiчнай" кропкi роўная , г.з. супадае з нумарам узроўня. 

 
Уласцiвасць 4. Паколькi кавалак умоўнай лiнii 1S  апiсваецца тым жа 

ўраўненнем, што i iдэальны кавалак лiнii 1iS , з iм дазваляюцца такiя ж, як над 1iS  
дзеяннi 

 - паралельнага пераносу; 
 - павароту; 
 - бесперапыннай (неразрыўнай) дэфармацыi (пры гэтым элементы 0

iS  i iх 

колькасць n не змяняюцца, але змяняюцца сувязi элементаў 1
iU  i палажэннi 0

iS ); 
- дзеянне драблення на кавалкi лiнiй меньшай даўжынi (у адрозненне ад 

падобнага дзеяння над 1iS  гэта дзеянне праз вызначаную канечную колькасць 
крокаў n вывядзе аб'ект з класа 1S  ў клас 0S ) 

- дзеянне паслядоўнага злучэння 1S  з iншымi сiстэмамi таго ж класа пакiдае 
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сiстэму ў класе 1S  тады i толькi тады, калi для ўсёй атрыманай сiстэмы 
выконваецца ўласцiвасць 3, такiм чынам захоўваецца строгi лiнейны парадак T. 

 
Уласцiвасць 5. Набор адносiн   на  , звужаны на 1S ,  ( 1S ) гэта 

набор адносiн двухузроўневай сiстэмы з дынамiчнымi аб'ектамi: (дзякуючы 
гэтаму азначаецца стандартны спосаб пабудовы любога дачынення гэтага класа). 

Апошняя ўласцiвасць вызначае спосаб пабудовы любой сiстэмы класа 1S  
(канструявання 1S ), якi дазваляе ўвядзенне новых зменных у   ,,  i 
пашырэнне семантычнай сеткi  . 

На мал.2.2 паказаны умоўны кавалак лiнii 1S , якi складзены з умоўных 
кропак 0S . 

 

 
 
Уласцiвасць 6. Апiсанне мяжы 1  умоўнага кавалка 1S , як вынiкае з 

азначэння 1S , адрознiваецца ад азначэння мяжы 1i  iдэальнага кавалка лiнii. 

Мяжа 1  утрымлiвае не толькi элементы на ўзровень меньш 1S  (межавыя кропкi 

 00
1 , nSS ), але i ўсе гранiчныя кропкi элементаў лiнii 0S  , якiя не ўдзельнiчаюць 

ва ўзаемадзеяннях 1
iU ; т.ч. 1  таксама прадстаўляе сабой iерархiчную 

многаўзроўневую сiстэму. 
Уласцiвасць 6 паказвае спосаб спалучэння асобных лiнiй у кавалкi 

паверхняў (лапiкi) з утварэннем сiстэмы лiнiй, якая ўзаемадзейнiчае элементамi 
сваiх межаў болей нiзкага ўзроўню, чым 0S . 
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Заўважым, што пры выкананнi дзеяння паслядоўнага злучэння кавалкаў 
лiнii з захаваннем структуры 1S , такiя элементы ва ўзаемадзеяннях кавалкаў лiнiй 
не ўлiчваюцца i, такiм чынам, каардынатарам аб'ектаў тыпу 1S  не разглядаюцца 
(для 0

1S  дастаткова разглядаць толькi  00
1 , nSS ). 

Важным асобным выпадкам кавалкаў умоўных лiнiй з'яўляецца адрэзак 
умоўнай прамой. 

Адрэзак умоўнай прамой, як i адрэзак iдэальнай прамой, змяшчае ўсе 
кропкi 0

iS , каардынаты якiх можна атрымаць з ураўнення  

00
1

0 )1( ni SSS   ,  0,  1,  (2.6) 

дзе 00
1 , nSS  - межавыя кропкi 1S . Паколькi колькасць кропак 0

iS  адрэзка 1S  
канечна, параметр  прымае дыскрэтны набор значэнняў (0, 1/n, 2/n, ..., 1). 

Каэфiцыенты , (1-) называюцца барыцэнтрычнымi каардынатамi  
(вагавымi каэфiцыентамi) кропак адрэзка ў базiсе  00

1 , nSS . 
 
 
 
2.2.6. Узаемадзеянні ўмоўных кропак і ліній 

 
Станы ўмоўных кавалкаў лiнiй i ўмоўных кропак адносна адзiн аднаго 

вызначаюцца наступным чынам. 
 
(i) Умоўныя кропкi. 
Адлегласць r памiж умоўнымi кропкамi 0

1S , 0
2S  звязана з адлегласцю ri 

памiж iдэальнымi кропкамi 0
1
iS , 0

2
iS  наступным чынам: 

r=ri-e, ri - адлегласць памiж цэнтрамi 0
1S , 0

2S , г.з. магчымы два выпадкi: 
 
1)  ri   - кропкi не ўзаемадзейнiчаюць, 
 r0 
2) r< - кропкi ўзаемадзейнiчаюць, г.з. маюць  

r < 0   агульныя элементы ўзроўня 1S . 
 
У выпадку, калi ri=0, r=-, пры гэтым умоўныя кропкi "гасяць" адна адну з 

утварэннем адной новай умоўнай кропкi, параметры якой супадаюць з любой з 
0
1S , 0

2S . (Калi ўведзены параметр "яркасць", тады магчыма было б назiраць як 
гашэнне, так i ўзмацненне яркасцi). 

(ii) Кропка i лiнiя. 
Кропка 0S  з'яўляецца элементам кавалка лiнii 1S  тады i толькi тады, калi 

яна ўваходзiць у лiк элементаў 0S  кавалка 1S  (умова iнцыдэнтнасцi). 
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Адлегласць ад кропкi да лiнii r роўная найменьшай адлегласцi ад 0S  да 0
iS

, i=1,...,n , г.з.  
ini

rr
,...,1

min


  , (2.7) 

дзе ri - адлегласць ад 0S  да 0
iS . 

Вiдавочна, што калi r<0, кропка 0S  узаемадзейнiчае з лiнiяй 1S , але гэта 
яшчэ не значыць, што 0S  уваходзiць у лiк элементаў 1S ; апошняе справядлiва 
тады i толькi тады, калi r=-. 

Заўвага. Для практычных мэт падчас бывае зручна патрабаваць не 
дакладнай, а прыблiзнай iнцыдэнцыi - напрыклад, каб   |||||| r , дзе  
адрознiваецца ад  у парадку значэння пры прадстаўленнi ў пазiцыйнай сiстэме,  
указвае на парадак дакладнасцi. 

 
(iii) Адносiны станаў кавалкаў лiнiй. 
Два кавалкi лiнii 1S  i 1S  могуць узаемадзейнiчаць большай колькасцю 

спосабаў, некалькi прыкладаў паказаны на мал.2.3. 
 Вiдавочна, што магчымы адначасова ўзаемадзеяннi тыпаў 2, 3, 4, як, 

напрыклад, на мал.2.4. 
Азначэнне. Малюнкам будзем называць сiстэму S  (некаторую прастору 

- сiстэму каардынат), якая ўключае набор умоўных лiнiй з любымi прыведзенымi 
раней тыпамi ўзаемадзеянняў. 

 
Узровень узаемадзеянняў. 
Умоўныя кропкi 0S  па азначэнню самi з'яўляюцца iерархiчнымi 

многаўзроўневымi сiстэмамi i складаюцца з элементаў 1S , якiя маюць тую ж 
структуру, але на парадак меншыя памеры; кожны элемент 1S , у сваю чаргу, 
утрымлiвае эшалон 2S  i т.д., пакуль  (у лiмiце) не атрымаюцца iдэальныя кропкi 

S . 
Узаемадзеяннi ўмоўных кропак, можна, такiм чынам, ацанiць колькасна - 

па колькасцi агульных кропак узроўняў -1, -2 i г.д. 
Калi дзве ўмоўныя кропкi ўзаемадзейнiчаюць хаця б па адзiнай кропцы 

парадку -1, будзем казаць, што парадак узаемадзеянняў роўны -1; калi ва 
ўзаемадзеяннi двух кропак удзельнiчаюць толькi часткi сiстэмы ўзроўня  -1  
(элементы узроўня  -2), будзем лiчыць парадак узаемадзеянняў роўным -2  i г.д. 

Найболей моцнае ўзаемадзеянне назiраецца, калi кропкi супадаюць (дэфект 
звязанасцi 0); з узрастаннем дэфекту звязанасцi слабеюць (мал.2.5). 

Вiдавочна, што дэфект звязанасцi заўсёды неадмоўная велiчыня, пры гэтым 
колькасная ацэнка ўзаемадзеянняў прадстаўляе сабой рацыянальны лiк, меншы за 
адзiнку. Напрыклад, колькасная ацэнка U на мал.2.5 у першым выпадку роўная 
U=0.25, таму што ўзаемадзейнiчаюць дзве поўныя сiстэмы 1S  i палова такой жа 
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сiстэмы. У другiм выпадку, U=0.02 , таму што ўзаемадзеяннямi звязаны толькi 
дзве сiстэмы ўзроўня -2. Гэта значыць, дакладнасць задання ўзаемадзеянняў U 
можна павышаць, указваючы колькасць сiстэм усё болей нiзкага ўзроўня, якiя 
ўзаемадзейнiчаюць. 

Такiм чынам, узаемадзеяннi U задаюцца:  
- указаннем нумароў (або абазначэнняў) аб'ектаў, якiя ўзаемадзейнiчаюць, 

(першае прыблiжэнне) (назвы сiстэм iS  у таблiцы S ); 
- указаннем колькасцi (мерай) i спiсам нумароў (або абазначэнняў) 

звязаных узаемадзеяннямi сiстэм болей нiзкага ўзроўня (другое прыблiжэнне) i 
г.д. 

Калi меру ўмоўнай кропкi 0S  пакласцi роўнай 1, то пры n роўным, 
напрыклад, 10, мера элемента 1S  роўная 0.1=10-1, мера 2S  =0.01=10-2  i г.д., 
мера iдэальнай кропкi 0iS  ( S ) роўная 10 =0. 

Калi кавалак лiнii 1S  утрымлiвае n (10) элементаў 0
10

0
1 ,..., SS , тады яго мера 

роўная 101=10 . 
Калi колькасць элементаў на кожным узроўнi аднолькавая, тады пры 

разбiццi аб'екта на падсiстэмы болей нiзкага ўзроўню памеры падсiстэм 
вызначаюцца нумарам узроўню - лагарыфмам лiку пры аснове n. 

Увядзенне градацый для ацэнкi ўзаемадзеянняў геаметрычных аб'ектаў не 
толькi дазваляе з зададзенай дакладнасцю вызначаць злучэннi, але i дэманструе 
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выкананне для пабудаваных такiм чынам геаметрычных аб'ектаў S адной з 
важнейшых уласцiвасцей iерархiчных многаўзроўневых сiстэм, а менавiта: 
метрычныя характарыстыкi геаметрычнага аб'екта S узроўню  (аб'екта S ) 
вызначаюцца метрычнымi характарыстыкамi яго элементаў  1S  узроўня  -1 з 
улiкам колькасцi элементаў i метрычных характарыстык iх узаемадзеянняў U . 
Рознiца памiж характарыстыкамi, разлiчанымi без улiку i з улiкам узаемадзеянняў, 
не перавышае лiк, на парадак меньшы за кожную з гэтых характарыстык. 

Вiдавочна, што дэфект звязанасцi заўсёды неадмоўная велiчыня, пры гэтым 
колькасная ацэнка ўзаемадзеянняў прадстаўляе сабой рацыянальны лiк, меншы за 
адзiнку. Напрыклад, колькасная ацэнка U на мал.2.5 у першым выпадку роўная 
U=0.25, таму што ўзаемадзейнiчаюць дзве поўныя сiстэмы 1S  i палова такой жа 
сiстэмы. У другiм выпадку, U=0.02 , таму што ўзаемадзеяннямi звязаны толькi 
дзве сiстэмы ўзроўня -2. Гэта значыць, дакладнасць задання ўзаемадзеянняў U 
можна павышаць, указваючы колькасць сiстэм усё болей нiзкага ўзроўня, якiя 
ўзаемадзейнiчаюць. 

Такiм чынам, узаемадзеяннi U задаюцца:  
- указаннем нумароў (або абазначэнняў) аб'ектаў, якiя ўзаемадзейнiчаюць, 

(першае прыблiжэнне) (назвы сiстэм iS  у таблiцы S ); 
- указаннем колькасцi (мерай) i спiсам нумароў (або абазначэнняў) 

звязаных узаемадзеяннямi сiстэм болей нiзкага ўзроўня (другое прыблiжэнне) i 
г.д. 

Калi меру ўмоўнай кропкi 0S  пакласцi роўнай 1, то пры n роўным, 
напрыклад, 10, мера элемента 1S  роўная 0.1=10-1, мера 2S  =0.01=10-2  i г.д., 
мера iдэальнай кропкi 0iS  ( S ) роўная 10 =0. 

Калi кавалак лiнii 1S  утрымлiвае n (10) элементаў 0
10

0
1 ,..., SS , тады яго мера 

роўная 101=10 . 
Калi колькасць элементаў на кожным узроўнi аднолькавая, тады пры 

разбiццi аб'екта на падсiстэмы болей нiзкага ўзроўню памеры падсiстэм 
вызначаюцца нумарам узроўню - лагарыфмам лiку пры аснове n. 

Увядзенне градацый для ацэнкi ўзаемадзеянняў геаметрычных аб'ектаў не 
толькi дазваляе з зададзенай дакладнасцю вызначаць злучэннi, але i дэманструе 
выкананне для пабудаваных такiм чынам геаметрычных аб'ектаў S адной з 
важнейшых уласцiвасцей iерархiчных многаўзроўневых сiстэм, а менавiта:  
метрычныя характарыстыкi геаметрычнага аб'екта S узроўню  (аб'екта S ) 
вызначаюцца метрычнымi характарыстыкамi яго элементаў  1S  узроўня  -1 з 
улiкам колькасцi элементаў i метрычных характарыстык iх узаемадзеянняў U . 
Рознiца памiж характарыстыкамi, разлiчанымi без улiку i з улiкам узаемадзеянняў, 
не перавышае лiк, на парадак меньшы за кожную з гэтых характарыстык. 
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2.2.7. Кавалак паверхнi 2S  
 
Iдэальны кавалак паверхнi (лапiк) 2iS  задаецца наборам   ,, ,   , дзе: 

 - разбiенне 2iS  на лапiкi меньшай плошчы i/цi ўраўненне - крытэрый 
адбору iдэальных кропак 0iS  лапiка 2iS  (агульны выпадак - параметрычны 
рацыянальны В-сплайн у аднародных каардынатах); 

 - кавалак лiнii, каардынаты пачатку якога супадаюць з каардынатамi 
канца (структура 2i  мяжы iдэальнага лапiка задаецца структурай iдэальнай 

лiнii 1iS ); 
 - мноства метрычных характарыстык 2iS  утрымлiвае адрозныя ад нуля 

характарыстыкi 2 i 3 , прычым 4 заўсёды роўнае 0.  
Iдэальны абрэзак упарадкоўваецца двумя параметрамi (, t). 
Мяжа 2i  аб'екта 2iS  называецца контурам. 

Акрамя кропкавага каркаса, на 2iS  можа быць зададзены лiнейны каркас, 
азначаны двума сямействамi параметрычных лiнiй 

Аднак, для iдэальнага лапiка 2iS , таксама як i для iдэальнай лiнii 1iS , 
немагчыма азначыць мiжузроўневыя сувязi - адносiны метрычных характарыстык 

2iS  i сямействаў лiнiй 1iS  i кропак 0iS , якiя яго складаюць; элементы 1iS  i 0iS , 
якiя ўваходзяць у склад 2iS , немагчыма пералiчыць i задаць iх узаемадзеяннi. 

 
 
2.2.8. Азначэнне ўмоўнага кавалка паверхнi (лапiка) 2S  
 
Умоўны кавалак 2S  прадстаўляе сабой двухузроўневую сiстэму, якая 

складаецца з канечнай колькасцi ўмоўных лiнiй   111
1 ,..., SSS n  , упарадкаваных 

строгiм лiнейным парадкам (кожная лiнiя 1
iS , i=1,...,n мае не больш адной 

папярэдняй i не больш адной наступнай), прычым узаемадзеяннi U  кропак 
умоўных кавалкаў лiнiй заўсёды трапляюць у iнтэрвал 

)(,],( iuU ii   . 
У базiсу   ,, ,   кавалак умоўнай паверхнi прадстаўляецца ў 

выглядзе аб'екта 2S , для якога: 
2  - структура двухузроўневай сiстэмы, азначанай вышэй (якая 

складаецца з канечнай колькасцi кавалкаў умоўных лiнiй, якiя 
ўзаемадзейнiчаюць), i крытэрый адбору лiнiй; 

2  - замкнёны кавалак умоўнай лiнii i элементы ўмоўных кропак, якiя 
складаюць абрэзак; 
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 2
5

2
4

2
3

2
2 ,,,  , дзе 2

4
2
3

2
2 ,,   звязаны з характарыстыкамi 

1
4

1
3

1
2 ,, iii  , i=1,...,n эшалона ўмоўных кавалкаў лiнiй 1S , якiя складаюць 2S , 

мiжузроўневымi дачыненнямi. 
Каардынатар 2

0S  сiстэмы 2S  можа выконваць усе дзеяннi з умоўнымi  

кавалкамi лiнiй 1S , якiя дазваляюць узгадняць iх узаемадзеяннi такiм чынам, каб 
задавальнялiсь патрабаваннi, прад'яўляемыя да ўсёй сiстэмы 2S . 

 
 
2.2.9. Уласцiвасцi ўмоўнага кавалка паверхнi 2S  
 
Уласцiвасць 1. Паколькi кожная ўмоўная лiнiя з 1S  упарадкавана строгiм 

лiнейным парадкам T, то для ўпарадкавання ўмоўных кропак 0S  лапiка 2S  
неабходна i дастаткова двух параметраў - i t, дзе t упарадкоўвае кропкi 0S  
умоўных лiнiй 1S , а  - самi ўмоўныя лiнii лапiка 2S . 

 
Уласцiвасць 2. Сямейства ўмоўных лiнiй 1S  лапiка 2S  можна пабудаваць 

двумя спосабамi - мяняючы месцамi t i . 
 
Уласцiвасць 3. Любое падмноства ўмоўных лiнiй з 1S , пабудаваных любым 

з 2-х спосабаў, якое ўключае пачатковую 1
1S  i канечную 1

nS  ўмоўныя лiнii, 
называецца лiнейным каркасам 2S . Кропкi ўзаемадзеяння любых двух лiнейных 
каркасаў, пабудаваных рознымi спосабамi, называюцца кропкавым каркасам 
(мал.2.6). 

Любы каркас 2S  адназначна вызначаецца мяжой 2  i крытэрыямi адбору 
ўмоўных лiнiй i кропак. 
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Уласцiвасць 4. Крытэрыi адбору ўмоўных кропак i лiнiй аб'екта 2S  могуць 
быць адноўлены па каркасах 2S  i ўмовах узгаднення ўзаемадзеянняў умоўных 
лiнiй i кропак. Дакладнасць азначэння крытэрыя павышаецца з панiжэннем 
узроўня l умоўных аб'ектаў, якiя ўдзельнiчаюць ва ўзаемадзеяннях. 

 
Уласцiвасць 5. Звужэнне 2S  набору адносiн  , зададзенага на 

дэкартавым здабытку  , на клас 2S  прадстаўляе сабой набор адносiн 
двухузроўневай сiстэмы з дынамiчнымi аб'ектамi, адкуль вынiкае стандартны 
спосаб пабудовы любога дачынення гэтага класа. 

 
Уласцiвасць 6. Мяжа 2  умоўнага лапiка 2S  уключае не толькi ўмоўныя 

лiнii, але i элементы ўмоўных кропак узроўня 1S  (i любога -1), якiя не 
ўдзельнiчаюць у сувязях гэтых кропак адна з адной. 

 
Уласцiвасць 7. Умоўныя кропкi лапiка 2S  (кубiчныя) маюць не больш 8 

суседнiх кропак, прычым у 0S  знойдзецца хаця б адна кропка 0S , якая мае роўна 
8 суседнiх кропак. Умоўныя лiнii любога з двух сямействаў лапiка 2S  маюць не 
больш 2-х суседнiх умоўных лiнiй, прычым для кожнага 1S  знойдецца хаця бы 
адна 1S , якая мае дзве суседнiя лiнii. Аб'екты 2S , якiя маюць хаця б у адным 
разбiеннi два класы (гранiчных) умоўных лiнiй, называюцца выраджанымi 
ўмоўнымi лапiкамi. 

 
Уласцiвасць 8. Важнай тапалагiчнай характарыстыкай умоўных аб'ектаў 2S  

з'яўляецца звязанасць. 
Умоўны кавалак 2S  з'яўляецца адназвязаным (не мае дзiрак), калi яго мяжа 

2  - звязаная са ступенню ўзаемадзеянняў 0S . 
2S  мае адну дзiрку, калi яго ўмоўная (аднамерная) мяжа 2  складаецца з 

двух звязаных умоўных лiнiй 2  i 2  , так што 22222 &0  
 , 

прычым умоўныя кропкi 2  або 2   маюць нумары ўнутраных кропак 2S  (пры 

любым лiнейным каркасе кропкi аднаго з аб'ектаў 2  або 2   маюць нумары >1, 
але <n). 

Гэтая ўласцiвасць адпаведным чынам пашыраецца на любую колькасць 
дзiрак у 2S . 

Дзеяннi над 2S  уводзяцца аналагiчна дзеянням над 1S  (уласцiвасць 4 для 
1S ). 

Узаемадзеяннi (адносныя станы) двух лапiкаў, лапiка i лiнii, лапiка i кропкi 
вызначаюцца ў адпаведнасцi з агульнымi законамi iерархiчных многаўзроўневых 
сiстэм аналагiчна таму, як яны былi вызначаны для 1S . 
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2.2.10. Трохмерны аб'ект ( 3S ) 
 
3-мерны (аб'ёмны) аб'ект 3S  прадстаўляе сабой рэальную канструкцыю (у 

адрозненне ад матэматычных паняццяў iдэальнай кропкi i паверхнi), таму для яго 
не патрабуецца ўводзiць тэрмiн "умоўны". 

У той жа час мяжа 3  аб'екта 3S  можа быць або iдэальнай  ( 3i ), або 

ўмоўнай ( 3 ) паверхняй. Напрыклад, калi 3S  - многаграннiк, ён можа мець, разам 

з iдэальнымi, умоўныя гранi, робры i вяршынi (аб'екты класаў 2S , 1S , 0S ), 
прычым кожная ўмоўная вяршыня 0S  задаецца ўзаемадзеяннямi вызначанай 
канечнай колькасцi ўмоўных робраў 1S  i граней 2S , кожнае рабро - 
узаемадзеяннямi двух граняў (выключаючы кропкi вяршыняў); 3-мерны аб'ект з 
умоўнай мяжой адлюстраваны на мал. 2.7. 

У базiсе   ,, ,   геаметрычных зменных i адносiн мiж iмi 3-мерны 

аб'ект 3S  азначаецца наступным чынам:  
3  - двухузроўневая сiстэма, якая складаецца з канечнай колькасцi 

звязаных лапiкаў 2S  i ўтрымлiвае крытэрый адбору лапiкаў; 
3  - замкнёная ўмоўная паверхня (пры гэтым 3  па сэнсу супадае 

з мяжой 3i ); 

 3
5

3
4

3
3

3
2 ,,,  , дзе 3

4
3
3

3
2 ,,   звязаны з 2

4
2
3

2
2 ,, iii  , i=1,...,n 

эшалона ўмоўных лапiкаў 2S , якiя складаюць 3S , мiжузроўневымi адносiнамi. 
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Каардынатар 3
0S  сiстэмы 3S  можа выконваць усе дзеяннi, якiя дазваляюць 

узгадняць узаемадзеяннi ўмоўных лапiкаў 2S  такiм чынам, каб выконвалiся 
патрабаваннi, якiя прад'яўляюцца да 3S .  

Вiдавочна таксама, што 3
0S  выконвае ўсе дзеяннi, якiя дазваляюць будаваць 

3S  з элементаў класа 3S , але меньшых размераў  (у прыватнасцi, з умоўных 
кропак 0S , якiя на самой справе з'яўляюцца прымiтыўнымi аб'ектамi таго ж класа 

3S , але меньшага размеру). 
 
 
2.2.11. Уласцiвасцi 3-мерных аб'ектаў 3S  
 
Уласцiвасць 1. Для ўпарадкавання ўмоўных лапiкаў 2S  аб'екта 3S  пры 

любым з 3-х магчымых спосабаў iх пабудовы дастаткова аднаго параметра t; для 
ўпарадкавання ўмоўных кропак 3S  неабходна i дастаткова 3 параметраў (t, , ). 

 
Уласцiвасць 2. Звужэнне 3S  набора адносiнаў  , зададзенага на 

  на 3S  ( 3S  для 3-мернай геаметрыi не звужэнне, а поўны набор 

адносiн), азначаецца стандартнымi адносiнамi двухузроўневых сiстэм з 
дынамiчнымi аб'ектамi. 

 
Уласцiвасць 3. Умоўныя кропкi 3S  маюць не больш 26 суседнiх i заўсёды 

знойдецца ў 0S  хаця б адна 0
iS  (i1,...,n) якая мае роўна 26 суседнiх умоўных 

кропак. Пры гэтым ступень яе ўзаемадзеянняў з шасцю з iх роўная 2 ("гранi"), з 
12-ю - 1 i з 8-ю - 0, г.зн. з 6-ю кропкамi ўзаемадзеяннi здзяйсняюцца па 2S , з 12-
ю - па 1S , з 8-ю - па 0S . 

 
Уласцiвасць 4. 
1). 3-мерны аб'ект 3S  будзе адназвязаным, калi (пры любым спосабе  

разбiення з 3-х магчымых) усе ўмоўныя лапiкi 2S  адназвязаныя. 
2). 3S  мае 1 поласць, калi 3  - незвязаная i складаецца з двух аб'ектаў 

3  i 3  , якiя не ўзаемадзейнiчаюць, прычым 0& 33333 


  i адзiн 

з аб'ектаў 3  цi 3   мае нумары "ўнутраных" умоўных кропак 3S . 

3). 3S  мае структуру тора (адну скразную дзiрку), калi знойдзецца 
разбiенне яго на лапiкi 2S  (адно з трох магчымых), у якiм кожны кавалак мае адну 
дзiрку, прычым гранiцы гэтых дзiрак прадстаўляюць сабой набор лiнейна 
ўпарадкаваных умоўных  (замкнёных) кавалкаў лiнiй 1S , якiя ўзаемадзейнiчаюць 
адзiн з адным з утварэннем структуры цылiндра. 
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Уведзеныя азначэннi можна пашырыць на любы канечны лiк поласцяў i 
навылётных (скразных) дзiрак). 

 
 

2.3. Спосаб пабудовы геаметрычных аб'ектаў 
 
2.3.1. Дзеяннi з геаметрычнымi аб'ектамi 
 
Для кожнага тыпу ўведзеных вышэй структур   3210 ,,, 

{кропкi, кавалкi лiнii, лапiкi, аб'ёмныя (3-мерныя) аб'екты} iснуе 3 класы 
дзеянняў:  

 
1). Дзеяннi, якiя дазваляюць змяняць аб'екты, не выходзячы за абмежаваннi 

дадзенай структуры (R1). 
Гэты клас дзеянняў дазваляе разглядаць кожны тып структур як 

дынамiчную сiстэму, якая мае вызначаную прастору станаў i набор дзеянняў 
змены станаў. 

Або, што тое ж самае, кожную структуру можна разглядаць як абстрактную 
структуру дадзеных, якая ўтрымлiвае абстрактны тып дадзенага i набор дзеянняў, 
адносна якiх гэты тып замкнёны, г.з. як некаторую алгебру. 

Да гэтага класу дзеянняў адносяцца - дзеяннi ўзгодненага змянення 
каардынат усiх кропак аб'екта, г.з.    ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ, 54321  , могуць змяняцца 
толькi характарыстыкi тыпа 1 , астатнiя зафiксаваны; (гэта аперацыi 
прамалiнейнага руху i павароту) (R11); 

- дзеяннi змянення размераў   ˆ,ˆ, ; могуць змяняцца (з некаторымi 
абмежаваннямi) усе метрычныя характарыстыкi  (R12); 

- дзеяннi дэфармацыi     USU ,ˆ,,ˆ,,   , г.з. змяняюцца , сувязi  

U  элементаў мяжы i U  усiх элементаў (R13). 
2). Дзеяннi  абмежаванага  змянення  структуры  (R2)    ,, ,  пры гэтым 

змяняюцца ўсе элементы аб'екта. 
Гэты клас дзеянняў уключае, такiм чынам, усе папярэднiя i дадаткова 

дзеяннi 
- дадаванне, выдаленне, замену элементаў, якiя не выводзяць за межы 

дадзенай канструктыўнай размернасцi (напрыклад, спалучэнне лiнейных 
кавалкаў у болей доўгi, выдаленне элементаў, якое не парушае тып структуры 
(канструктыўную размернасць) i звязанасць) (R21); 

- дэкампазiцыю структурных элементаў на элементы болей нiзкага ўзроўня 
(разбiццё) (R22); 

- змяненне звязанасцi (R23). 
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3). Дзеяннi змены ўзроўня (R3). 
Гэты клас дзеянняў уключае ўсе папярэднiя i найбольш значныя для яго: 
- змяненне размераў, якое выводзiць за межы дадзенай структуры (R31): 
 

020130 ;;    

 
- драбленне i выдаленне элементаў з панiжэннем узроўня (R32): 
 

0123    

 
- сiнтэз сiстэмы больш высокага ўзроўню з элементаў больш нiзкiх 

узроўняў (R33): 

32

3121

302010

,,

,,,

SS

SSSS

SSSSSS







 

 
Прыведзены набор дзеянняў належыць 3

0S  - каардынатару найбольш 

складанага геаметрычнага аб'екта 3S , якi валодае наборам падсiстэм усiх 
узроўняў. 

Каардынатары сiстэм 2S , 1S  i 0S  маюць меньшыя наборы дзеянняў (якiя 
прыведзены вышэй пры апiсаннi геаметрычных структур). Напрыклад, 0

0S  

умоўнай кропкi 0S  выконвае толькi прамалiнейны рух, абмежаванае змяненне 
размераў i разбiццё на кропкi 1S , 2S  i г.д. 

На ўваходы пералiчаных дзеянняў паступаюць геаметрычныя аб'екты, 
зададзеныя ў выглядзе   ,, ,   на выхадзе  ,,  могуць змяняцца як без 
змены адносiн  , так i са зменай (пры пераходах памiж класамi структур). У 
таблiцы 2.2 прыведзена схема аднаго з прасцейшых дзеянняў - змяненне 
каардынат кропкi 0S  шляхам складання з каардынатамi iншай кропкi 0 S : 

 
 Таблiца 2.2 

 
Схема дзеяння складання каардынат двух кропак 

 
R стан уваход выхад 
+ 0S  0 S  0 S  
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Агульнае прадстаўленне любога дзеяння аналагiчна прадстаўленаму у 
табл.2.2, але ўваходы, выхады i станы ў астатнiх выпадках маюць больш складанае 
апiсанне. 

 
2.3.2. Спосаб пабудовы геаметрычных аб'ектаў 
 
Пры пабудове геаметрычных аб'ектаў захоўваецца наступная 

паслядоўнасць дзеянняў: 
- азначэнне канструктыўнай размернасцi выхаднога геаметрычнага аб'екта 

(выбар з  патрабуемага класа 3210 ,,,  ); 
- азначэнне характару змен стандартнага элемента (эталоннага 

прадстаўнiка, прымiтыва) дадзенай структуры, якiя неабходна здзейснiць, каб 
атрымаць патрэбны аб'ект S; 

- генерацыя паслядоўнасцi дзеянняў з пералiчаных вышэй класаў 
(заўважым, што кожны клас дзеянняў прадстаўляе сабой у прынцыпу 
згенiрыраваную паслядоўнасць i патрабуе толькi настройкi); 

- выкананне дзеянняў; гэты працэс адпавядае разлiкам характарыстык 
  ,,  выхадных аб'ектаў дзеянняў. 

Сувязi памiж асноўнымi геаметрычнымi структурамi, прадстаўленыя ў 
выглядзе дзеянняў пералiчаных вышэй класаў, дазваляюць выбраць клас дзеянняў 
для фармiравання патрэбнага выхаднога аб'екта з iснуючага ўваходнага. Дзеянне 
R12 усюды запiсана ў выглядзе |R12|, што паказвае неабходнасць улiчваць 
абмежаваннi пры яго прымяненнi. 

 
Спiс прымiтыўных аб'ектаў: 
 
Узровень   Прымiтывы 

 
0S  - кропкi; 

 
1S  - 





;дугі

адрэзкі;
 

2S  - 













кольцы;

нікі;трохвуголь

квадраты;

кругі;
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 3S  - 














.сімплекс) мерны-(3 піраміды

цыліндры;

конусы;

кубы;

шары;

 

 
Прыклад. 
Дзеянне: R33: CXY, 
дзе  00

1 ,..., nSSС  ,   ,1X , 1SY  , 

дазваляе пабудаваць па каркасу C кропак 00
1 ,..., nSS  i ўказанню тыпу 

структуры (а таксама дадатковай iнфармацыi, атрымлiваемай ад канструктара -  
) кавалак лiнii 1S , г.з. вызначыць усе параметры   ,, . Паколькi 1  у 
дадзеным выпадку аднамерны сплайн, структура дадатковай iнфармацыi 
зададзена вышэй у табліцы на мал.2.1; канкрэтныя значэннi параметраў вызначае 
канструктар у працэсе iтэрацый. 

 
 

2.4. Высновы 
 
Дадзеная глава ўтрымлiвае асноўны тэарэтычны вынiк дысертацыi - 

iерархiчную многаўзроўневую сiстэму геаметрычных выразаў розных 
размернасцей. 

Распрацаваны новы падыход да рашэння праблемы стандартызацыі 
графiчнай (геаметрычнай) iнфармацыi, заснаваны на тэорыi iерархiчных 
многаўзроўневых сiстэм. Дадзены падыход дазваляе прапанаваць новы адзiны 
геаметрычны выраз i змяняць размернасць геаметрычных аб'ектаў у межах гэтага 
выраза. 

Агульны выраз геаметрычнага аб'екта S  (прадстаўлены ў выглядзе 
iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмы) заснаваны на апiсаннi геаметрычных 
характарыстык лiкавым пазiцыйным кодам i на тым, што геаметрычныя аб'екты 
любой размернасцi, у тым лiку i кропкi, маюць структуру. Тым самым з'яўляецца 
магчымасць бесперапынна звязваць дыскрэтныя сiстэмы iх элементамi больш 
нiзкiх узроўняў, пераходзiць ад болей высокай размернасцi да больш нiзкай i назад 
за канечную колькасць крокаў, выконваць дзеяннi з геаметрычнымi аб'ектамi 
аналагiчна дзеянням з лiкамi. 

Распрацавана i даследвана iерархiчная многаўзроўневая сiстэма 
геаметрычных выразаў. 
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Азначаны i ўпарадкаваны па ўзроўню неазначанасцi магчымыя разбiеннi 
геаметрычных характарыстык у заданнях на канструяванне, адносiны склейкi i 
адпаведныя iм працэсы канструявання. 

Разгледжаны i даследваны адносiны геаметрычных зменных (  ,, ). 
Прапанаваны матэматычныя азначэннi ўмоўных кропкi, адрэзка, лапiка. 
Азначаны ўласцiвасцi геаметрычных аб'ектаў. Праведзенае даследванне 

ўласцiвасцей i асаблiвасцей класаў структур геаметрычных аб'ектаў (умоўнай 
кропкi, кавалка ўмоўнай лiнii, умоўнага лапiка, трохмернага аб'екта) дазволiла 
адзначыць, што клас дзеянняў зумоўнымi кропкамi багацей за адпаведны клас з 
iдэальнымi аб'ектамi - дадаюцца два новых дзеяннi: маштабаванне i змена 
(знiжэнне цi павышэнне) ўзроўня. Аб'яднанне канечнай колькасцi ўмоўных 
кропак дае сiстэму больш высокага ўзроўня, чаго нельга здзяйсняць з iдэальнымi 
кропкамi. 

Дзякуючы гэтаму з'яўляецца магчымасць увесцi простыя азначэннi лiнiй i 
паверхняў, якiя маюць усе адзнакi iдэальных лiнiй i паверхняў i яшчэ некаторыя 
дадатковыя ўласцiвасцi, якiя спрашчаюць iх пабудову i змену. 

Даследваны канструктыўныя уласцiвасцi i асаблiвасцi, на аснове якiх 
вызначаны спосабы пабудовы любой сiстэмы азначаных класаў. 

Азначаны спосабы спалучэння асобных лiнiй у кавалкi паверхняў. 
Азначаны ўзаемадзеяннi - станы умоўных аб'ектаў адносна адзiн аднаго i iх 

сувязi ўласнымi будовамi (структурамi), на аснове якiх стала магчымай 
практычная рэалiзацыя пастаўленай задачы. З'явiлася магчымасць задання 
колькаснай ацэнкi ўзаемадзеянняў. Уведзены шкалы для ацэнкi ўзаемадзеянняў. 

Даследваны тапалагiчныя ўласцiвасцi умоўных аб'ектаў. 
Выдзелены классы дзеянняў з геаметрычнымi аб'ектамi (дзеяннi, якiя не 

змяняюць структуры (R1), дзеяннi абмежаванага змянення структуры (R2) i 
дзеяннi змены ўзроўня (R3). 

Распрацаваны спосаб пабудовы геаметрычных аб'ектаў. 
Выкананыя даследваннi даюць магчымасць лiчыць, што прапанаваны метад 

можа быць выкарыстаны як для канструявання геаметрычных аб'ектаў, так i для 
iмiтацыi змены iх фiзiчных правобразаў, што мае важнае значэнне для апрацоўкi 
графiчнай iнфармацыi i iнжынернага аналiза.  РЕ
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3. СIСТЭМА ДЗЕЯННЯЎ З ГЕАМЕТРЫЧНЫМI ВЫРАЗАМI 
 

 Выдзелiм два механiзмы развiцця сiстэмы: 
 - развiццё ва ўмовах раўнавагi (не змяняе ўзровень); 
 - развiццё ва ўмовах росту (адбываецца змена ўзроўня сiстэмы). 
 У дадзенай главе прапануецца сiстэма аперацый над метрычнымi 
характарыстыкамi геаметрычнага аб'екта, якая дазваляе разглядаць iмiтацыю 
ўзгодненай дынамiкi структур розных узроўняў у ЭВМ (у тым лiку змену 
ўзроўняў, узаемадзеяннi са зменай узроўня). 
 
 

 3.1. Механiзм развiцця сiстэм ва ўмовах раўнавагi 
 
 Нiжэй будзем апускаць усе iндэксы, адсутнасць якiх не выклiкае 
неазначанасць. 

Няхай метрычная характарыстыка ~  прымае тры значэннi: 
 

 0,0,1~   ,  0,0,0~0   ,   1,0,0~   . (3.1) 
 
Для даследвання аперацый у M увядзём мноства аб'ектаў  

 

         ,,0~,0,,0~,0,,~ 0000 , (3.2) 

 
правiлы злучэння якiх запiсваюцца ў выглядзе: 
 
            0,,0&0,,0,,00,,~~~ 00000   

            0,,0&,,00,,0,,0~~~ 00000   

           0,,0&0,,00,,00,,0~~~ 0000000   (3.3) 

            0,,&0,,0,,0,,~~~ 0000   

             ,,0&,,0,,0,,0~~~ 0000  

           &0,,0&0,,0,,00,,~~~ 00000     

  &0,0,&   

 ,0,0&  

Сiмвалам  абазначана аперацыя выдалення адпаведнай сiстэмы з S  у S 
. Апошнi выраз азначае, што ў S паступае сiстэма ~0  i дзве незвязаныя сiстэмы: 
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~~  i 

~~ , такiя, што злучэнне 
~~  з ~0  вядзе да ~ , злучэнне 

~~  з ~0  - да ~ ; 
аб'екты за рысай не належаць  S . 
 Атрыманая алгебра   мае наступныя ўласцiвасцi. 
. Адносна  мноства   замкнёнае. 

Дзеянне  камутатыўнае, але не асацыятыўнае: 
 

   ~~~~~~ 0   , (3.4) 
   ~~~~~~ 0  . 

 
Усе элементы   з'яўляюцца iдэмпатэнтамi адносна . 

 Элемент ~0  з'яўляецца адзiнкавым адносна  для ~  i элементы ~  i ~  
- узаемаадваротныя. 
 Аперацыю множання ў   увядзём наступным чынам: 
 

            0,,00,,0,,0~~~~~ 000000     (3.5) 
            0,,0,,00,,0~~~~~ 000000     

          0,,00,,00,,0~~~ 000000    
           ,,00,,0,,~~~ 000  
            ,,0,,0,,0~~~ 0000  

         0,,,,00,,~~~~~ 000     
 
 Тэарэма 1.   ,  мае наступныя ўласцiвасцi: 
() замкнёнасць: вынiкае з азначэння ; 
() асацыятыўнасць: 
 

  ,~~~~~~       ,~~~~~~         (3.6) 
  ,~~~~~~       ,~~~~~~     
  ,~~~~~~       ,~~~~~~     
  ,~~~~~~       ,~~~~~~     
  ,~~~~~~       ,~~~~~~     
  ,~~~~~~       .~~~~~~     

 
для астатнiх злучэнняў (тыпу   ~~~ 0    цi   ~~~    асацыятыўнасць 
вiдавочная; 
() элемент ~  з'яўляецца адзiнкай   (левай i правай) па : 

 ~~~   ,      ~~~   ,     .~~~ 00    (3.7) 
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() элементы ~  i ~  з'яўляюцца адваротнымi да сябе: 

 ~~~   ,  ~~~          (3.8) 

() аперацыя  камутатыўная па азначэнню; такiм чынам, мноства   ~,~   
з'яўляецца абелевай групай па ; 
() ~0  - iдэмпатэнт: 

 ~~~ 000  . (3.9) 
() ~  - iдэмпатэнт: 

 ~~~   . (3.10) 
 Няхай усе левыя элементы ў дзеяннi  уяўляюць сабой метрычныя 
характарыстыкi некаторага стану 

0c  адносна адвольнага эталона  t
0 , 

правыя элементы - iх вагi адносна новага эталона  t
0  - сiгналы каардынацыi, 

вызначаемыя па вагавай функцыi  

  
 /00/ : BtHCG  , (3.11) 

а вынiк аперацыi - зноў метрычная характарыстыка гэтага ж стану адносна новага 
эталона. 
 Тады выпадкi  ~~~    i  ~~~    дадуць цыклы (замкнуцца) ў 
выглядзе 

   
~~:ˆ0


  ttt , (3.12) 

   
~~:0


  ttt . 

 
т.ч. вынiк застаецца ў межах вобласцi дапушчальных рашэнняў той стратэгii 
каардынацыi (  -цыкла), дзе знаходзяцца абодва эталоны  t

0  і  t
0 . 

 Выпадкi 
 
 (i)   ~~~   ,  ~~~   ; (3.13) 
 (ii)   ~~~ 00  ,   ~~~ 00  ; 
 (iii)   ~~~ 00  ,  ~~~ 00  ,   ~~~ 000  ; 
 
адносяцца да функцыi 

0̂ . Пры гэтым: у (i) 
tt 0̂  пераводзiць сiстэму з адной 

стратэгii каардынацыi ў другую; у (ii) 
tt 0̂  выводзiць 

0S  на мяжу слоя выбару; 

у (iii) 
tt 0̂  пакiдае 

0S  на мяжы слоя выбару. 

Паколькi ~  i   ~,~   з'яўляюцца групамi па , праграмы, пабудаваныя 

для функцыi 
0̂  могуць зацыклiвацца. Умова адзнакi i выбару стратэгii 

каардынацыi задаецца адносiнамi метрычнай характарыстыкi  T~  iнтэрвала 
часу на выбраную стратэгiю каардынацыi з некаторым эталонам выдаткаў часу. 
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Пазначым мноства такiх эталонаў сiмвалам HT ,  
 HiH iTT  : . 

Бягучае значэнне эталона ̂T  з дапушчальнага для дадзенага цыкла мноства 

HH *  вызначаецца на ўзроўнi слоя . Метрычная характарыстыка тады 
задаецца ў выглядзе: 

 
    TTiT ~ , (3.14) 

 
дзе   

TTiTiT IiRB  ,1,1: , 

лiкавыя значэннi 
Ti  азначаюцца атабражэннем 


TT BHCG 0/ :  . (3.15) 

Значэнне  T , якое будзем называць асновай -цыкла (стратэгii 

каардынацыi), роўна колькасцi пераходаў станаў сiстэмы 
0S  у працэсе яе 

арганiзацыi ад 
0? c  да 

0c . 

Для кожнага -цыкла азначана яго аснова T . Калi выбар -цыклаў на слаi 

выбару адбываецца па шкале iх адносiн з эталонам ̂T , то ўнутры -цыкла яго 

аснова T  служыць для ўвядзення шкалы на 
 /B  -мностве вагаў у метрычных 

характарыстыках станаў 
0c ; т.ч. пераходы, заданыя функцыяй 

 MBM tttt    /0 :ˆ  (3.16) 
 

для сiстэм у стане 
0c  выконваюцца   разоў (    ), пасля чаго цыкл  

завяршаецца па ўласных умовах. Гэтымi ўмовамi i павiнны быць пашыраны 
аперацыi  ~~~    i  ~~~   . 

Паколькi ~0  таксама з'яўляецца iдэмпатэнтам (тэарэма 1), у выпадку (iii) 
сiстэма зацыклiваецца на мяжы слоя выбару. 
 Дзеля таго, каб гэтага не атрымалася, неабходна пашырыць мноства   i 
аперацыю  ~~0  . 
 Гэта можна зрабiць увядзеннем абмежаванняў на самаарганiзацыю слоя 
выбару па ўнутраных паказальнiках тыпу асновы T , пабудаванай для -цыкла. 

Акрамя  гэтага,  неабходны  кiруючы  сiгнал,  якi  можа  пераключаць  
стан слоя выбару (цыкла ). Абазначым яго сiмвалам ~? ,   ~,~,~~ ?0???  , 
дзе 

        ?0??0?0?0??? ,,0~,0,,0~,0,,~ . (3.17) 

Увядзенне ~?  у   патрабуе давызначэння дзеяння : 
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 ~~~,~~~,~~~ 0?0?0??0??0   . (3.18) 
 
З'яўленне ~?  пераводзiць   у такое ж самае мноства, але з iншымi 

ўмовамi пераходаў у . 
Для астатнiх элементаў   вызначаць множанне на ~?  не патрабуецца, 

паколькi ~?  паступае толькi ў цыкл . 
 Такiм чынам, для пашыранага аб'екту   ~,~,~,~ 0??   i адпаведным 
чынам пашыранага дзеяння ? справядлiва наступнае сцвярджэнне: 

аперацыя ? прадстаўляе сабой функцыю змены станаў 
0̂  у прасторы 

метрычных характарыстык: 
 


 ECEEC tttt //:ˆ 0000   . (3.19) 

 
Аналагiчныя вынiкi для функцый перахода станаў каардынуючага элемента 


0So  i працэса каардынацыi 

0P  лёгка могуць быць атрыманы па сувязях у  0,

. 
Заўважым, што ў дадзеным выпадку прастора метрычных характарыстык 

канкрэтызавана толькi на ўзроўнi ; мiжузроўневыя сувязi з адзiнкамi -1 
азначаюцца злучэннем сiстэм . Разгледзiм гэта дзеянне больш уважлiва. 

Няхай (+) i () - звычайнае паэлементнае складанне ў   i множанне 
элементаў   на вектары над R па правiлу 

 
    3,1R,,,,,,, 321321  irrrrrrrrr i ; (3.20) 

 
напрыклад, няхай    ~,1,2,1 r , тады 
 

     0,2,0,,1,2,1 00    ; (3.21) 

        ,2,00,,0,,0~~ 0000 . 
 
Сувязь дзеянняў злучэння сiстэм з арыфметычнымi дзеяннямi апiсваецца 

наступнай тэарэмай. 
 Тэарэма 2. 
 

       ~,~~~~~~~,~~,~ , 
 
дзе ~  - сiстэмная канстанта 

        1,2/1,1,2/1,2/1,0,0,2/1,2/1,0,2/1,0~  , 
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выбар канкрэтных значэнняў якой вызначаецца функцыяй: 
 

            0,2/1,0~~~,~~,~~~~ 0000     

    0,2/1,2/1~~~~~     

    2/1,2/1,0~~~~~     

    1,2/1,1~~~~~     
 

Доказ: 
 
               0,,00,,0,2/1,00,,00,,~~~ 00000   
         ~0,,0,,00,2/1,00,2, 000    
            ,2,00,2/1,00,,0,,0~~~ 0000  
        ~,,00,,0,2,0 000    
          0,2,00,2/1,00,,00,,0~~~ 000000   
        ~0,,00,,00,2,0 0000   
           0,2,20,2/1,2/10,,0,,~~~ 000   
        ~0,,0,,0,2,2 000    
            2,2,02/1,2/1,0,,0,,0~~~ 000  
        ~,,0,,02,2,0 000    
            2,2,1,2/1,1,,00,,~~~ 0000  
        ~0,,0,,,2, 0000    
 
Такiм чынам, злучэнне  можна замянiць арыфметычнымi дзеяннямi па 

правiлах, прыведзеных у тэарэме 2. 
Тэарэма 3. Для дзеянняў  i  у   выконваюцца дыстрыбутыўныя 

законы. 
(i) Першы дыстрыбутыўны закон запiсваецца у выглядзе: 

        ~~~~~~~~,~,~~,~,~ . (3.22) 
 
Для яго доказу разгледзiм наступныя выпадкi: 

 (а) Калi  ~  - нейтральны элемент, г.з.  ~~ 0 , тады 

   ~~~~~~~~ 0000  . (3.23) 

 (б) Няхай  ~  - арыентаваны элемент ( ~  цi ~ ). Адносна  ~  i  ~  магчымы 
наступныя сiтуацыi: 
 (б1)  ~  i  ~  маюць розную арыентацыю. Тады ў левай частцы выразу першага 
дыстрыбутыўнага закона атрымаем: 

РЕ
ПО
ЗИ
ТО
РИ
Й БГ

УК
И



 76 

   ~~~~~~ 00  . (3.24) 

У правай частцы множанне на  ~  або зменiць арыентацыю абодвух 
аб'ектаў  ~  i  ~  на супрацьлеглую (калi  ~~  ), або пакiне яе без змены (калi 

 ~~  ). У абодвух выпадках вынiк правай часткi будзе роўны ~0 . 
 (б2) Няхай адзiн з аб'ектаў  ~  або  ~  арыентаваны, а другi няйтральны, 
напрыклад, хай  ~~ 0 , тады ў левай частцы атрымаем: 

      ~~~~~~~~ 0 , (3.25) 
 у правай частцы - 

  ~~~~~~~~~ 0 . (3.26) 

 (б3) Калi  ~  i  ~  арыентаваны аднолькава, то ў левай частцы атрымаем: 

    ~~~~~~~ , (3.27) 
у правай частцы - 

  ~~~~~~~~ . (3.28) 

Такiм чынам, першы дыстрыбутыўны закон справядлiвы. 
 

(ii) Другi дыстрыбутыўны закон задаецца выразам: 
 

        ~~~~~~~~,~,~~,~,~ . (3.29) 

 
Доказ ягонай справедлiвасцi адразу вынiкае з камутатыўнасцi дзеяння , 

паколькi 
     ~~~~~~ , (3.30) 

  ~~~~~~~~ , 

адкуль прыходзiм да першага дыстрыбутыўнага закону. 
 Выкананне дыстрыбутыўных законаў дазваляе зрабiць высновы аб правiлах 
прымянення абодвух дзеянняў. Пры гэтым не мае значэння паслядоўнасць iх 
выканання. Калi спачатку злучыць сiстэмы 

1S  i 
2S  у адну сiстэму S  (цi 

разбурыць абедзве, калi яны рознаарыентаваныя), а потым змянiць iх станы 
дзеяннем  (якое часткова вызначае функцыю змены станаў 

0̂ ) або спачатку 
змянiць iх станы, два разы прымянiўшы дзеянне , а затым злучыць атрыманыя 
сiстэмы - вынiк будзе аднолькавым. 
 Гэтыя ўласцiвасцi разам з уласцiвасцямi камутатыўнасцi  i , 
неасацыятыўнасцi , iдэмпатэнтнасцi ~  i ~0  па  i ўсiх элементаў   па , 
стварэння групы з ~  i ~  па , правiламi сувязi  з арыфметычнымi дзеяннямi, 
правiламi пашырэння  да 

0̂  у прасторы метрычных характарыстык, 
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азначаюць, у прыватнасцi, спосабы праграмнай рэалiзацыi разглядаемай тэорыi i 
кантролю правiльнасцi прымянення ўведзеных аперацый. 
 Напрыклад, камутатыўнасць дазваляе ставiць аперанды на любое месца ў 
выразе дзеяння, неасацыятыўнасць патрабуе ўзгодненасцi праграмы з сiтуацыяй, 
якая iмiтуецца (дакладнага паўтарэння ў ёй паслядоўнасцi падпрацэсаў, якiя 
адбываюцца ў рэчаiснасцi), iдэмпатэнтнасць па  указвае сiтуацыi зацыклiвання, 
правiлы сувязi з арыфметычнымi дзеяннямi дазваляюць ужываць любую 
сучасную мову праграмавання i т.д. 
 

 
3.2. Механiзм развiцця сiстэм ва ўмовах росту 

 
Разгледзiм зараз выпадак злучэння сiстэм 

1S  i 
2S , калi абедзве застаюцца 

ў новай сiстэме S . 
Нагадаем, што аб'ект 0 00 0~ ( , , )   уключае межы цыклаў  i - i можа 

быць дэкампазiраваны на два ўзроўнi - узровень -2, якi адказвае мяжы цыклаў -
, i прыхiляючыяся да яго злева i справа ўзроўнi -1 для межаў цыклаў , т.ч. 0~  
магчыма прадставiць у выглядзе 

0 0 00 00 0~ ( ,( , , ), ).       (3.31) 

Такое прадстаўленне выклiкае адпаведную дэкампазiцыю    (будзем 
цяпер пакiдаць у яго iндэкс ): 

),~,~,~,~,~( 0000     (3.32) 

элементы якога тады запiшуцца наступным чынам: 
 

    ~ ( , , , , )      0 00 0 0  (3.33) 

  0 0 000 0 0~ ( , , , , )      
00 000 0 0 0~ ( , , , , )    

  0 00 00 0 0~ ( , , , , )      

      ~ ( , , , , )      0 0 00 0 . 

 
   утрымлiвае таксама шэраг iншых элементаў, але паколькi iх 

прысутнасць не адбiваецца на асноўных вынiках для выпадку росту,    будзем 
пакуль разглядаць у прыведзеным запiсу. 

Элементы з    ставяцца ў адпаведнасць станам c C  сiстэмы S  
наступным чынам: 
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( ) ( ~ )&?    c C c c c     00  (3.34) 

&( ~ ~ )&c c c c          
  0 0  

&( ~ ~ )c c c c          
   . 

 
 Для сiстэм S 1  i S 2  iснуюць уласныя аб'екты  ( )1  i  ( )2 , якiя 

супадаюць з    з дакладнасцю да iндэкса : 
 

     ( ) { ~ , ~ , ~ , ~ , ~ }              1 1 0 1 00 1 0 1 1  (3.35) 

     ( ) { ~ , ~ , ~ , ~ , ~ }.              2 2 0 2 00 2 0 2 2  
 
Па азначэнню, структура  1  любой сiстэмы S 1  уключае эшалон 

S S i Ii
    { : }1  сiстэм узроўня . Такiм чынам, кожны элемент ~( ) ( )     1 1  

можа быць дэкампазiраваны на m1  элементаў ўзроўня , дзе m1  - магутнасць 
мноства I 1 : 

 
( ~ ) (~ ~ {~ : })( ) ( ) ( )                   1 1 1 1

i i I . (3.36) 
 
Аналагiчную уласцiвасць маюць аб'екты ~( ) ( )     2 2 . 

Адсюль i з закону ( , )  0
  вынiкае справядлiвасць тэарэмы: 

Тэарэма 4. Для аб'екта    любога ўзроўня L  заўсёды знойдуцца 

аб'екты  ( )1  i  ( )2 ,  элементамi якiх ён з'яўляецца: 
 
( )( ) ( , )[ { ~ , ~ , ~ }&( ) ( )                  L          1 2 0 1 00 1 0 1  

&( { ~ })&   00 1  

&( { ~ , ~ , ~ } & )&                0 1 00 1 0 1 1
i i I  

&( { ~ } & )].( )         00 1 1 2
i i I  

 
Дзеянне множання  для прыведзенай канструкцыi аб'екта    любога 

ўзроўня L  выглядае наступным чынам (табл.3.1): 
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Табліца 3.1 
Дзеянне множання  ва ўмовах росту 

 
 ~   0~   00~   0~   ~   
~   ~   0~   00~   0~   ~   
0~   0~   0~   00~   0~   0~   
00~   00~   00~   00~   00~   00~   
0~   0~   0~   00~   0~   0~   
~   ~   0~   00~   0~   ~   

 
Дзеянне злучэння сiстэм ва ўмовах росту , у адрозненне ад аналагiчнага 

ва ўмовах раўнавагi, не выкiдае з S   злучаемыя з ёй сiстэмы, т.ч. усе аб'екты за 
рысай у азначэннi  для ўмоў раўнавагi цяпер належаць S  : 

( ~ ) [(~ ) (~ ~ )]                   S S . (3.37) 
 
Для сувязi атрыманага дзеяння з арыфметычнымi ў выразе 
 

~ ~ ~ ~ (~ ~ )                       (3.38) 

 
дастаткова азначыць сiстэмную канстанту ~ ( , , , , )   0 0 0 0 0  для любых набораў 

(~ , ~ )(~ , ~ ~ )              . 

Няхай T - дыскрэтнае мноства момантаў часу i для злучэння з S   даступны 
ўсе аб'екты з мноства ~

{~ : }     
i i I 1 , якое адпавядае эшалону 

S S i Ii
    { : }1  падсiстэм сiстэмы S 1 . 

Тады, паколькi I 1  - канечнае мноства, знойдзецца t T , такое, што ўсе 
элементы з ~

   у момант t апынуцца злучанымi з S   , адкуль  

S S S      ~
. 1  (3.39) 

Другое  ўключэнне  вынiкае  з  таго,  што  ў   дадзеным   выпадку   ўсе 
падсiстэмы сiстэмы S 1  аказваюцца ў сiстэме S S  1; iх узаемадзеяннi маюць 
узровень , т.ч. атрыманая сiстэма S 1  знаходзiцца ў стане найбольш высокай 
арганiзаванасцi  c C  1 1(нагадаем, што пераходы ў цыклах - адбываюцца 

ў станах  c C  ). 

Працяг працэса злучэння S   з другiмi сiстэмамi ўзроўня +1 з S 2  можа 
прывесцi да сiтуацыi, калi S S  2  i т.д. 
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Выхад з дадзенага працэса, у адпаведнасцi з таблiцай множання , 
адбываецца множаннем на любы з гранiчных аб'ектаў таго ўзроўня, на якiм у 
момант t T  знаходзiцца S  . 

Няхай S S  1 . Тады яна можа быць прадстаўлена аб'ектам  ~  1  цi  ~  1

. Множанне такiх аб'ектаў на гранiчныя элементы дазваляе атрымаць сiстэму S 1  
у стане менш высокай арганiзаванасцi C

1  цi ?C
1, калi яе падсiстэмы 

ўзаемадзейнiчаюць слабей i не знаходзяцца ў аб'ёме адной сiстэмы S  : 

 
      0 1 1 0 1~ ~ ~ ,            0 1 1 0 1~ ~ ~ ,           (3.40) 
      0 1 1 0 1~ ~ ~ ,            0 1 1 0 1~ ~ ~ ,      
00 1 1 00 1 1 00 1~ ~ ~ ~ ~ .                   
 
Спыненне росту сiстэмы S   i панiжэнне ўзроўня яе арганiзаванасцi са стану 

 C C  1  у станы C
1 цi ?C

1 адносiцца да знiкнення сiстэмы S   i з'яўлення 

эшалона падсiстэм сiстэмы S 1 , на гэты раз узнiкаючай у самастойным варыянце. 
Для пераходу ў стан C

  цi ?C
  неабходна выканаць дзеяннi злучэння 

сiстэм . Паколькi сувязi сiстэм самi з'яўляюцца сiстэмамi, то для разбурэння S   
сувязям у ёй павiнны адпавядаць супрацьлегла арыентаваныя сiстэмы. 

Паралель памiж дзеяннем  i арыфметычнымi аперацыямi дазваляе 
iмiтаваць працэсы злучэння сiстэм вядомымi спосабамi. 

У прыватнасцi, выпадку росту сiстэм адказвае значэнне сiстэмнай 
канстанты )0,0,0,0,0(~   у выразе 

 
~ ~ ~ ~ (~ ~ )                      , (3.41) 

 
раўнавагi - значэннi ~  , вызначаныя ў тэарэме 2. Па спосабу ўстанаўлення 

значэнняў ~  , якi акрэслены у доказе тэарэмы 2, можна пабудаваць набор 

сiстэмных канстант { ~ }    для любога iншага варыянта дзеяння  (для 
любога iншага механiзма развiцця). 

Кiраванне механiзмам развiцця адбываецца заменай бягучага значэння 
сiстэмнай канстанты ~   на патрабуемае i выбарам неабходных элементаў для 
змены станаў; змены станаў выконваюцца множаннем або паўтарэннем 
неабходную колькасць разоў дзеяння злучэння з прыдатнымi сiстэмамi. 

Няхай R~  - атабражэнне, якое кожнаму механiзму развiцця   (кожнаму 

варыянту дзеяння ) ставiць ў адпаведнасць вызначаны (акрэслены) набор 
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{ ~ }   . Тады можна ўвесцi мноства класаў эквiвалентнасцi ў 
~  - па 

характару механiзма развiцця структур.  
Азначэнне. Прасторай структур 

~  сiстэмы S   па характару механiзма 

развiцця называецца фактармноства 
 ~~

~
EE  , дзе 

 ~E  - адносiны 

эквiвалентнасцi на  
~~ : 

 
)]()(),)[(

~
,)(,( ~~~

 
  RRE   (3.42) 

 
 

3.3. Узоры паводзін сістэм у розных умовах 
 
Разгледзiм некалькi прыкладаў сувязей атрыманых вынiкаў з вядомымi. 
(а)  Прыкладам апiсання развiцця сiстэмы ва ўмовах раўнавагi (*) 

з'яўляюцца тэарэтыка-множныя аперацыi. 
У адрозненне ад (*), у тэарэтыка-множных аперацыях пустое мноства (якое 

з'яўляецца элементам любога iншага) не разглядаецца як стан болей нiзкай 
арганiзаванасцi i далей не дзелiцца. Элементы мностваў таксама лiчацца 
недзялiмымi. Тэарэтыка-множныя аперацыi iмiтуюць, такiм чынам, адзiны 
варыянт механiзма развiцця сiстэмы (выпадак (*)) i толькi ў межах аднаго ўзроўня. 
Дзяленне сiстэм у апiсаным вышэй сэнсе ў рамках гэтага апарату немагчыма. 

(б) Другiм прыкладам, якi апiсвае паводзiны ва ўмовах росту, з'яўляюцца 
лiнейныя прасторы i поле сапраўдных лiкаў. 

Няхай )0,0,0(~   для ўсiх набораў )~,~)(~,~(   . 

Нагадаем, што ўсе аб'екты   ~,~,~ 0    з     з'яўляюцца групамi  па  ,  
якая ў дадзеным выпадку запiсваецца ў выглядзе: 

 

  ~~~~ . (3.43) 
Такiм чынам, задаўшы множанне аб'ектаў з   на лiкi Rr , 

 атрымаем лiнейныя прасторы BrBrBr  ,, 0  над полем R, такiя што  
 

   ( ) [ ( , , )]            r Br r r r0 0 0  (3.44) 

( ) [ ( , , )]    0 0 0 0 00 0  r Br r r  

     ( ) [ ( , , )]            r Br r r r0 0 0  

 
Няхай dim( Br0 )=0, тады   - плоскасць, Br  i Br  - прамыя. 
Пры гэтым у кожнай прамой утрымлiваецца выява другой прамой, 

супрацьлегла арыентаваная да сваёй правыявы. Можна лёгка паказаць, што 
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дзеянне  з'яўляецца групавым у кожным з Br  i Br  i звязана з  для дадзенага 
варыянта (росту) дыстрыбутыўнымi законамi, т.ч. Br  i Br   з'яўляюцца палямi. 

Множанне лiкаў r1 на лiкi r<1 iмiтуе множанне на гранiчны элемент, 
наблiжаючы вынiк да пачатку каардынат. 

Калi dim( Br0 )=1, Br  i Br    - плоскасцi,   - трохмерная прастора. 
Дзяленне лiнейных прастор i поля R на такiя самыя аб'екты ў рамках 

разглядаемай тэорыi немагчыма; сiстемы, якiя апiсаны ў яе тэрмiнах, валодаюць 
здольнасцю неабмежаванага росту, аж да . 
 (в) Знiжэнне ўзроўня )0),,,,(0(~ 00000    дазваляе замест Br0  увесцi 

прасторы BrBrBr 0000 ,,  , пасля чаго адзiн з варыянтаў дзялення   

атрымлiваецца ў выглядзе мноства },,,,{ 0000 BrBrBrBrBrrB   прастораў, 
элементы якiх прадстаўляюцца ў выглядзе 
 

   ( ) [ ( , , , , )]                r Br r r r r0 0 00 00 0 0  (3.45) 

( ) [ ( , , , , )]         0 0 0 0 0 00 000 0 0   r Br r r r  

 ( ) [ ( , , , , )]    00 00 00 00 000 0 0 0  r Br r r  

( ) [ ( , , , , )]         0 0 0 0 0 00 000 0 0   r Br r r r  

   ( ) [ ( , , , , )].                r Br r r r r0 0 0 0 00 00  
 
Няхай dim( Br00 )=0, тады dim( Br )=dim( Br )=2, т.ч. атрыманы две 

плоскасцi, якiя перасякаюцца аналагiчна  камплексным пласкасцям па кропцы. 
У кожнай з гэтых пласкасцей адлюстравана i дадатна i адмоўна 

арыентаваная вобласць, але дадатны квадрант Br  супадае пры накладаннi з 
квадрантам таго ж назначэння ў Br  (са сваiм адмоўным квадрантам), што 
адказвае супрацьлеглай арыентацыi ў Br  і Br . 

Пакладзём для элементаў r  прасторы Br  

Im( ) ( , , , , )    r r0 0 0 00 0 , (3.46) 

Re( ) ( , , , , )    r r0 0 0 0 , 

 тады любая кропка з Br  прадстаўляецца ў выглядзе 
 

)Im()Re( rrr    . (3.47) 
Аналагiчна 

Im( ) ( , , , , )    r r0 0 0 00 0 , (3.48) 

Re( ) ( , , , , )    r r 0 0 0 0 , 

)Im()Re( rrr    . 
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Складанне i множанне ў атрыманых аб'ектах вызначаюцца па правiлах, 
прынятых у полi камплексных лiкаў C. 

Дзеянне злучэння  у Br  i Br  супадае са складаннем камплексных лiкаў 
i апiсвае не толькi неабмежаваны рост сiстэм, але i суадносiны ў iх колькасцi 
арыентаваных i неарыентаваных аб'ектаў. 

Множанне камплексных лiкаў на сапраўдныя супадае з дзеяннем . 
Множанне камплексных лiкаў мiж сабой, у прыватнасцi, множанне ўяўных 

(мнiмых) лiкаў выходзiць за рамкi магчымасцей дзеяння  у яго 
першапачатковым азначэннi. Менавiта, множанне 

 

)Re()()Im( rrr     (3.49) 

)Re()()Im( rrr     

 
адпавядае магчымасцi звароту з мяжы ў арыентаваныя вобласцi (са зменай 
арыентацыi). 

Такiм чынам, множанне ўяўных лiкаў iмiтуе тыя ўласцiвасцi дзеяння змены 
станаў у цыклах  i  -самаарганiзаванасцi, якiя ў  спатрэбiлася давызначаць 
(напрыклад, увядзеннем аб'екта ?~ ). Множанне камплексных лiкаў дазваляе, 
такiм чынам, выконваць пераходы праз станы з нiзкiм узроўнем арганiзаванасцi. 

Няхай усе правыя элементы ў  адносяцца да метрычных характарыстык 
)( Ttt

t   , усе левыя - да iх новых вагаў  t , а вынiк - зноў метрычная 

характарыстыка 
t  . 

Тады {,} у Br  і Br  прадстаўляе сабой функцыю двух камплексных 
зменных   i   (пры фiксаваным значэннi Im у аднаго з iх - функцыю адной 
камплекснай зменнай) або многiх камплексных зменных - у залежнасцi ад 
канструкцыi вобласцi эталонных станаў  C

 . 

Аб'ект r00  у гэтым выпадку з'яўляецца лагарыфмiчнай кропкай 

асаблiвасцi пры атсутнасцi абмежаванняў тыпу ?
  або сiгналаў 

~? , уключэнне 

якiх ператварае r00  ва ўстаранiмую асаблiвасць парадку ?
 . 

Такiм чынам, у C, у адрозненне ад R, можна, таксама як i вектарным 
здабыткам у трохмернай прасторы, выходзiць з межаў, але дзяленне з 
павышэннем узроўню тут невыканальна. 

Дзеянне множання кватэрнiонаў у чатырохмерных аб'ектах Br  i Br , якiя 
ўключаюць выявы адзiн аднаго i такiя, што 

 
)],0,,,,([)( 00000000    rrrrrBrr  (3.50) 

( ) [ (0, , , , )]                    r Br r r r r r0 0 00 00 0 0 , 
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дазваляе выконваць любыя пераходы на межах i выхад з межаў са зменай 
арыентацыi. Напрыклад, таблiца множання кватэрнiонаў у Br  (табл.3.2) 
выглядае наступным чынам: 

 
Табліца 3.2 

 
Таблiца множання кватэрнiонаў у лінейнай прасторы Br  
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Аналагiчная таблiца можа быць пабудавана для Br . 
Заўважым, што множанне кватэрнiонаў i аперацыi ў абласцях Гроссмана 

задаюць спосаб даазначэння аперацыi множання  на дэкампазiраваным аб'екце 
   да функцый змены станаў у цыклах  i - -самаарганiзаванасцi. 

Але i ў гэтых аб'ектах сiстэма дапускае неабмежаваны рост (у адной кропцы 
цi ў адной прасторы), т.ч. з'яўляецца аднаўзроўневай. 

 
 

3.4. Высновы 
 
У гэтай главе прапанавана сiстэма дзеянняў з метрычнымi 

характарыстыкамi геаметрычнага аб'екта, якая дазваляе разглядаць iмiтацыю 
ўзгодненай дынамiкi структур розных узроўняў у ЭВМ [108]. 

Агульны выраз геаметрычнага аб'екта заснаваны на апiсаннi геаметрычных 
характарыстык у лiкавым пазiцыйным кодзе i на тым, што геаметрычныя аб'екты 
любой размернасцi, у тым лiку i кропкi, маюць структуру. Тым самым з'яўляецца 
магчымасць бесперапынна звязваць дыскрэтныя сiстэмы iх элементамi больш 
нiзкiх узроўняў, пераходзiць ад болей высокай размернасцi да нiжэйшай i назад за 
канечную колькасць крокаў, выконваць дзеяннi з геаметрычнымi аб'ектамi 
аналагiчна дзеянням з лiкамi. 

Уведзены два механiзмы развiцця сiстэмы: 
 - развiццё ва ўмовах раўнавагi (не змяняе ўзровень); 
 - развiццё ва ўмовах росту (адбываецца змена ўзроўня сiстэмы). 
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Для кожнага разгледжаны адпаведныя iм дзеяннi складання (злучэння) i 
множання (дзялення). 

Даследванне названых дзеянняў сродкамi алгебры дазволiла выявiць iх 
матэматычныя ўласцiвасцi (неасацыятыўнасць, камутатыўнасць, наяўнасць 
iдэмпатэнтаў, сувязь з палямi сапраўдных i камплексных лiкаў, а таксама з 
кватэрнiонамi) i сфармiраваць аналагi арыфметычных дзеянняў з геаметрычнымi 
аб'ектамi, арыентаваныя на адпаведную праграмную рэалiзацыю. 

Азначана сувязь дзеянняў злучэння сiстэм з арыфметычнымi дзеяннямi, 
якая усталёўвае спосаб пабудовы сiстэмных канстант для любога iншага варыянта 
механiзма развiцця (ён акрэслены ў доказе тэарэмы 2). 

Паказана сувязь атрыманых вынiкаў з тэарэтыка-множнымi аперацыямi, 
палямi рацыянальных, камплексных i гiперкамплексных лiкаў. Прыведзены ўзоры 
паводзiн сiстэм ва ўмовах росту i знiжэння ўзроўня. 

Праведзенае даследванне дазвалiла зрабiць выснову, што дзеяннi злучэння 
ва ўмовах росту прымяняюцца для сiнтэза структур, а для iмiтацыi рухаў i 
дэфармацый - дзеяннi злучэння ва ўмовах раўнавагi. 

Дзеяннi множання, у адрозненне ад складання, дазваляюць здзяйсняць 
змену ўзроўня (размернасцi) за адзiн крок. Але iх асноўнае назначэнне - кiраваць 
зменай стратэгiй каардынацыi. 
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4. АЗНАЧЭННЕ I КЛАСIФIКАЦЫЯ РУХАЎ I ДЭФАРМАЦЫЙ 
 

4.1. Матэматычнае азначэнне рухаў на розных узроўнях  
iерархiчных сiстэм 

 
 
Рухам сiстэмы So  у навакольным свеце S  будзем лiчыць змяненне яе 

ўзаемадзеянняў U  з элементамi 
iS  ( 1 Ii ) сiстэмы S , а дэфармацыяй - 

змяненне ўзаемадзеянняў U  элементаў 1
iS  ( Ii ) яе структуры  . 

Iснуючыя выразы рухаў i дэфармацый (сiстэмы iнтэгра-дыферэнцыяльных 
ураўненняў, метады канечных i гранiчных элементаў) разглядаюць толькi 
асобныя з'явы - цi рух, цi дэфармацыю, не ўлiчваючы iх мiжузроўневай сувязi. 
Iнакш кажучы, няма класiчнай матэматычнай тэорыi, якая б дазволiла разглядаць 
iх разам. Такiм чынам, значная частка задач iнжынернага аналiзу, кiравання рухам 
бiямеханiчных сiстэм (непасрэдна абумоўленых дынамiкай iх структур) i г.д. 
застаецца недастаткова фармалiзаванай. 

Змянiць гэты стан можа прымяненне S  [87,88], якi звязвае некалькi 
ўзроўняў i тым самым дае магчымасць даследваць залежнасць руху сiстэмы So  

у S  ад дэфармацыi яе структуры i наадварот. Неабходнымi крокамi ў названым 
кiрунку з'яўляюцца азначэнне фiзiчных характарыстык сiстэм i законаў фiзiкi ў 
тэрмiнах іерархічных многаўзроўневых сістэм. 

Асноўныя геаметрычныя адзнакi (рысы) сiстэм - метрычныя 
характарыстыкi   аб'ёмаў, плошчаў i адлегласцей, дэфекты звязанасцi  , 

канструктыўная размернасць  , месца (адрас) атрымлiваюцца непасрэдна з 
выразу S , прымяненне якога ў геаметрычным канструяваннi дазваляе хутка 
сiнтэзаваць i аднаўляць (аналагiчна працэсу ўспамiна) складаныя геаметрычныя 
канструкцыi, змяняць маштаб графiчнага вобраза з адпаведнай зменай 
тапалагiчных характарыстык   i   падобна таму, як гэта адбываецца пры 
натуральнай змене адлегласцi да аб'екта (чаго нельга зрабiць сродкамi нiякай 
iншай тэорыi) i т.д. [92,93]. 

Геаметрычны аб'ект So  мае агрэгаваны выраз   ,o  у S  i структуру 
  (канечны набор дыскрэтных, але бесперапынна звязаных сваiмi часткамi 

элементаў 1
iS , Ii ). So  здольны прымаць удзел у пабудове сiстэмы болей 

высокага ўзроўня 1S  , што адбываецца, як i сiнтэз So  , зменай стану структуры 
1  разглядаемай сiстэмы 1S  шляхам злучэння па U  яе элементаў з 

дадатнай, адмоўнай цi нейтральнай метрычнай характарыстыкай   . 

Лiкавыя (узаемазалежныя) адзнакi дэфектаў звязанасцi 
 , 

  i канструктыўнай 
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размернасцi 
 , 

  даюць магчымасць класiфiкацыi геаметрычных аб'ектаў (i, 
вядома, спосабаў кiравання iх сiнтэзам) па iх формах i структурах у прасторах 
станаў 

  , , 
 , 

 . 

Далучэнне да сувязей U  дадатных i адмоўных па   элементаў з 

захаваннем прыналежнасцi   да некаторага класа структур дае эфект 
дэфармацыi  . Змена U  выклiкае змену U , што эквiвалентна руху So  у 

S . Адпаведным чынам арганiзаваныя дэфармацыi (напрыклад, бягучыя хвалi 
дэфармацый [94,95]) адпавядаюць класам спосабаў кiравання рухам. 

Дададзiм, што для актыўных сiстэм дэфармацыя i рух адрознiваюцца 
iмкненнем зменшыць дэфект звязанасцi памiж бягучым i патрабуемым станам 

U . Стратэгii каардынацыi  
ooooo   ,,,?  у S  адказваюць у гэтым 

выпадку спосабам арганiзацыi шляхоў дасягнення неабходных станаў ва ўмовах 
рознай неазначанасцi ведаў каардынатара 

0S  - ад блукання ў невядомасцi 
o?  да 

безумоўных рэфлексаў 
o . Звяжам зараз некаторыя асноўныя фiзiчныя адзнакi i 

залежнасцi з лiкавымi дынамiчнымi характарыстыкамi S (якiя падпарадкаваны 
законам лiкавай  пазiцыйнай сiстэмы LS). 

Мерай масы будзем лiчыць метрычную характарыстыку  ~  стану 
Cc  сiстэмы So , яе ўваходаў X  i выхадаў Y : 
 

   ~,~,~~ 0    (4.1) 

 
дзе ~  - адмоўная, ~0  - няйтральная, ~  - дадатная кампаненты ~ . 

Нейтральная кампанента 
 

  111010 ~~,~,~~         (4.2) 
 

з'яўляецца мерай аб'ёмаў, плошчаў i адлегласцей - у залежнасцi ад таго, якi стан 
C  цi U , L  (якi дэфект звязанасцi 

 ,  i якая канструктыўная 

размернасць 
 ,  ) разглядаюцца. Заўважым, што да U  (i, тым самым, да So ) 

належыць тая прастора з мерай   ~~ 01 , якую So  здольны змяняць i ўплыў на 

якую з боку So  зваротна прапарцыянальны адлегласцi ад So . 
Меры руху (хуткасць, iмпульс i т.д.) атрымлiваюцца як меры змянення 

станаў дынамiчных сiстэм за адзiнкi часу 
T   у прасторах  ,  ,  , (

  TTTTTT  ,,,? ). Меры руху маюць кiрунак - у адпаведнасцi з 

адрасамi тых элементаў S , адносна якiх разглядаецца рух. 
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Сiлы, якiя змяняюць рух i выклiкаюць дэфармацыю, прадстаўляюць сабой 
элементы S~ , з адпаведнымi мерамi  t~ , якiя злучаюцца з разглядаемым 

аб'ектам праз  SU ~
  i U . Знак  t~  адносна So  i адрас элемента  1

iS
, на якi дзейнiчае сiла, задаюць яе напрамак i месца прыкладання. 

Сiла  tS ~  дзелiцца памiж элементамi 1S  структуры  , кожны з якiх 
перамяшчаецца на адпаведную велiчыню   

~  ; колькасць m  элементаў у I  

у некаторым сэнсе адказвае iнэрцыi i ўлiчваецца ў ~ ; арганiзаванасць  
  ,,  

таксама ўплывае на спосаб перадачы руху па   - напрыклад, калi стан U  

вызначаны як стан крышталю  Cc   , ~  iмгненна дзелiцца памiж m  
элементамi 1S  i ўсе яны перамяшчаюцца адначасова ў напрамках, згодна 
прыкладзенай часткi сiлы, а калi So  знаходзiцца ў стане газа  Cc   , ~  
стварае рух цеплынi, якi не адразу закранае ўсе элементы   на ўзроўнi L . 

Адзначым, што сувязь фiзiчных мер з (дынамiчнымi) лiкавымi i 
геаметрычнымi мерамi S  выклiкае iх адпаведнасць агульным законам S . Так, 
маса ~  мае не толькi дадатны i адмоўны, але i нейтральны стан 10 ~~     i можа 
быць атрымана з гэтага стану болей нiзкага ўзроўня i зноў пераведзена ў яго з 
адпаведнымi зменамi часу T  у прасторы станаў T ; кожны аб'ект So  з масай 

~  цi ~  з'яўляецца крынiцай дэфекта звязанасцi, якi няўхiльна змяняе стан 
свайго працягу  US 

~  у бок узняцця яго ўзроўня, што дае ў вынiку сiлу, 

аналагiчную сiле цяжару вакол So , i адначасова стварае эфект росту адлегласцi 

памiж So  i элементамi S ; сiла цяжару змяняецца з квадратам адлегласцi ад 
So  таму, што на адлегласцi 

~0  ад So  яна дзелiцца памiж элементамi часткi 
сферы  UU    радыуса 

~0  з плошчай 
~0 ; агрэгаваныя адзнакi фiзiчных цел 

вызначаюцца спосабамi разлiку   па   i г.д. 
Абагульняючы сказанае, атрымаем наступныя вынiкi. 
 
1. Агульны закон руху i дэфармацыi задаецца ў выглядзе 
 

   ,, 0SS   (4.3) 
 

дзе   
0,~ S  ,     ~,0S , 

 
         ,,,,,~

po , 
 

      
  ,,,,, popp U , 
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  U ,~ 1 ,    Iii   :11  , 
 

 
0000 ,,  SS  . 

 
2. Геаметрычныя i фiзiчныя адзнакi вызначаюцца ў прасторах станаў  , 

 ,  , T  , усе разлiкi ў якiх выконваюцца сродкамi лiкавай пазiцыйнай сiстэмы 
SL  . Спосабы разлiку рухаў i дэфармацый залежаць ад адзнак ~ , 

~ , 
~  

структуры   i агрэгаванай дынамiчнай рэалiзацыi   i адпавядаюць стратэгiям 
каардынацыi  

oooooo   ,,,? . 

 
3. Рад асобных вiдаў руху i дэфармацыi атрымлiваецца з агульнага закона 

шляхам увядзення адпаведных умоў. Так, фiзiчны рух (змена каардынат у 
прасторы) у iнтэрвал часу 

ttT   адказвае выпадку 
 

constTU tt 


 ,     (4.4) 

 
калi ўзаемадзеяннi U  лiчацца некаторы час нязменнымi i, такiм чынам, 
структура   захоўвае свой стан. Гэты рух выконваецца працэсам P , для якога 
 
  ,p :    TtYCX ttttpp  &:       (4.5) 

 ttTttXCX ttttttpp   &,&: 
   

 
 YXX  ,   XYY   

 
На другiм канцы знаходзiцца бiямеханiчны рух, для якога лiчыцца 

 

  constTUTYX tttt  


 ,   (4.6) 

 
iнакш, U  залежыць у iнтэрвал часу 

ttT   толькi ад змянення 
ttTU  . Рух 

гэтага класа выконваецца працэсам Po : 
 
  ,op :   TtYCX ttttopop  &:      (4.7) 

 ttTttXCX ttttttopop   &,&:    
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Астатнiя класы рухаў i дэфармацый знаходзяцца памiж названымi i 
з'яўляюцца iх рознымi спалучэннямi ў выразе S . 

Дададзiм, што праграмная рэалiзацыя даследвання рухаў i дэфармацый 
праведзена на АРМ на базе PC; скарыстаны Фартран, Паскаль; затраты часу i 
памяцi на дэфармацыю аб'ёмных цел з адпаведным рухам лiнейна залежаць ад 
колькасцi элементаў аб'екта. 
 
 

4.2. Асноўны алгарытм дынамiкi структур 
геаметрычных аб'ектаў 

 
Iмiтацыя рухаў i дэфармацый аб'ёмных цел на пабудаваных геаметрычных 

аб'ектах выконваецца наступным чынам: 
сiнтэзуецца структурны выраз 1  навакольнага свету 1S , у якiм будзе 

рухацца аб'ект 
S  , i структура 

  сiстэмы 
S ; сiнтэз выконваецца такiм чынам, 

каб элементы структур 1  i 
  мелi агульныя часткi (узаемадзеяннi) 1U  i 


 U ; узаемадзеяннi 1U  уключаюць сувязi 

U  аб'екта 
S  з iншымi 

элементамi 
iS   i  сiстэмы 1S ; сiнтэз (злучэнне) выконваецца ва ўмовах 

росту сiстэм; 
калi iмiтуецца фiзiчны рух 

S  у 1S , змяняюцца сувязi 
U  у 1S  шляхам 

дадатку да 
S  элементаў звонку з улiкам умовы, што сiстэма развiваецца ў 

раўнавазе; такi дадатак у адным месцы прыводзiць да адымання вызначаных 
элементаў у iншых месцах i адпаведнаму змяненню месца 

S  у 1 ; 
калi iмiтуецца бiямеханiчны рух, адбываецца пераразмеркаванне элементаў 

унутры 
  без уплыву вонкавых уздзеянняў; сувязi 

U  аслабляюцца ў 
вызначаных месцах i ўзмацняюцца ў iншых з захаваннем агульнай метрычнай 
характарыстыкi 


0  сiстэмы 

S ; пры пераразмеркаваннi сувязей у 
  зменяюцца 

сувязi 
U  (палажэнне 

S  у 1 ); паслядоўныя змены 
U  у часе iмiтуюць 

эвалюцыю дэфармацый у 
  i адпаведны рух 

S  у 1  (эвалюцыю дэфармацый 
1 ). 

Такiм чынам, дзеяннi злучэння ва ўмовах росту прымяняюцца для сiнтэза 
структур, а для iмiтацыi рухаў i дэфармацый - дзеяннi злучэння ва ўмовах 
раўнавагi. 

Агульны закон каардынацыi запiсваецца ў выглядзе 
 

 
 ,

1
,

1
iUiiSS UBCBCBC

i
       (4.8) 
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дзе  
CCC i ,,1 , 

B - вагавыя характарыстыкi, 
сiстэмная канстанта  выбiраецца ў адпаведнасцi з класам дынамiкi структур, якiя 
iмiтуюцца. 
 
 

4.3. Высновы 
 
Для стандартызаванага азначэння рухаў i дэфармацый упершыню 

прапанавана i даследвана тэхналогiя iерархiчных многаўзроўневых сiстэм, якая 
з'яўляецца ключавым момантам у рашэннi пастаўленай задачы. 

Дадзеная глава ўтрымлiвае наступныя тэарэтычныя вынiкi дысертацыi: 
азначэнне фiзiчных характарыстык, рухаў i дэфармацый аб'ёмных цел у 

тэрмiнах iерархiчных многаўзроўневых сiстэм; 
сувязь геаметрычных i фiзiчных параметраў; 
стратыфiкацыю рухаў i дэфармацый па iх прыродзе i па ўзроўнях 

неазначанасцi ведаў. 
Мiжузроўневыя сувязi стратэгiй каардынацыi ў выразе каардынатара 

з'яўляюцца неабходнай умовай для выканання разлiкаў на сiстэмах рознай 
размернасцi, а таксама для арганiзацыi сувязi фiзiчных i геаметрычных 
характарыстык у азначэннi рухаў i дэфармацый. 

Азначэнне рухаў i дэфармацый уводзiцца ў тэрмiнах iерархiчных 
многаўзроўневых сiстэм як узгодненае змяненне структур розных узроўняў. 
Прыведзеная класiфiкацыя рухаў i дэфармацый таксама цалкам заснавана на 
ўласцiвасцях iерархiчных многаўзроўневых сiстэм. 

Тым самым задача кiравання рухамi i дэфармацыямi зведзеная да задачы 
каардынацыi стандартнага блока iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмы - S , а 
атрыманыя вынiкi маюць больш агульны характар, чым сувязь геаметрычных i 
фiзiчных параметраў i могуць прымяняцца для абстрактных iерархiчных 
многаўзроўневых сiстэм. 

На аснове прапанаванай матэматычнай тэхналогii (механiзмаў) 
распрацаваны алгарытмы дынамiкi структур геаметрычных аб'ектаў. 

У вынiку даследвання адзначана, што дзеяннi злучэння ва ўмовах росту 
прымяняюцца для сiнтэза структур, а для iмiтацыi рухаў i дэфармацый - дзеяннi 
злучэння ва ўмовах раўнавагi. 

Агульны закон каардынацыi запiсваецца ў выглядзе 
 

 
 ,

1
,

1
iUiiSS UBCBCBC

i
    

 
дзе   

CCC i ,,1 ,  
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B - вагавыя характарыстыкi, 
сiстэмная канстанта  выбiраецца ў адпаведнасцi з класам дынамiкi 

структур, якiя iмiтуюцца. 
Выкананыя даследваннi даюць магчымасць лiчыць, што прапануемы метад 

можа быць выкарыстаны як для iмiтацыi рухаў аб'екта канструявання, так i для 
аналiза яго паводзiн пры дэфармацыi. 
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5. УЗОРЫ ПРЫМЯНЕННЯ ІЕРАРХІЧНЫХ ГЕАМЕТРЫЧНЫХ ВЫРАЗАЎ У 

ЗАДАЧАХ ДАСЛЕДАВАННЯ РУХАЎ I ДЭФАРМАЦЫЙ 
 

5.1. Узоры азначэння метрычных характарыстык узаемадзеянняў 
 

5.1.1 Выгiбанне плоскай лiставой загатоўкi 
 
Няхай аб’ект канструявання (плоская лiставая дэталь) S  мае наступныя 

метрычныя характарыстыкі:   Iii : ; дзе 0 - каардынаты, 1  - 

адлегласці, 3 - аб’ём, 5 - вуглы. 
На мал.5.1 адлюстравана выгiбанне плоскай лiставой загатоўкi (умоўнага 

адрэзка) (выпадак, калi нейтральны слой (k) не рухаецца). 
Змяненне профiля S  у працэссе )(tPo

  (a-г) адлюстроўвае асноўныя iдэi 

падыхода, дзе 0
i  - каардынаты кропак; 1

i  - (даўжыня, шырыня i вышыня); 3
i  - 

аб'ём; 
iS  - элементы разбiення, iU  - iх узаемадзеяннi ( )2/()( 1

3
1
1   tgUi  ). 

Выгiбанне выконваецца пры ўмове захавання аб'ёма ўзаемадзеянняў 
нязменным constUi )(3

1  . 
На мал.5.2 і ў табл.5.1 прыведзены вынiкi тэсцiравання прапануемага 

алгарытма выгiбання ў залежнасцi ад колькасцi канструктыўных элементаў 
iS  

(ад патрабуемай дакладнасцi разлiкаў). Яны паказваюць, што час разлiку 
прамапрапарцыйны колькасцi элементаў i тое, што метад устойлiвы да хiбнасцi 
разлiкаў. 

 
 

Табліца 5.1 
 

Залежнасць выдаткаў часу ад колькасці элементаў разбіцця 
 

Колькасць элементаў Час на разлiк  

каардынат кропак (мс) 

90 0.44 

300 1.39 

1500 7.01 

3000 14.2 
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Мал.5.2. Залежнасць выдаткаў часу ад дакладнасці разлікаў 
 
 
 
5.1.2. Выгiбанне ў цылiндр 
 
Адбываецца аналагiчна. 
Вялiчыня аб'ёма ўзаемадзеянняў iU  азначаецца ў залежнасцi ад 

унутранага радыуса r  з улікам становішча нейтральнага слою k наступным 
чынам: 

 2/))())((( 1
30

1
1 kStSr         (5.1) 

))((2))((,2))(( 1
3

1
1

1
1

 
SrtSrtS nn     

ntStSntStSU nntt /)))(())(((/)))(())((()( 1
10

1
1

1
10

1
11

1
1

 
 

   

))(/)((2/ 1
31

1
1

SUarctg tt  
  , 

дзе 1
1
  - даўжыня ўнутранай акружнасцi цыліндра,  

1
1
  - даўжыня вонкавай акружнасцi цыліндра. 

Пры )(tPo
  :  constt )(1

1 , 

TtIiconsttUtP io  ,,,))(()( 3


   . 

 
Без уліку становішча нейтральнага слою -  

 2/))())((( 1
30

1
1

 StSr  .       (5.2) 
 

Основной

Основной

Основной

Основной

Основной

Основной

Основной

Основной

Основной

Основной Основной Основной Основной

Ч
а
с
 н

а
 р

а
з
л

ік

Колькасць элементаў

Залежнасць выдаткаў часу ад дакладнасці 
разлікаў
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5.1.3. Бягучыя хвалi дэфармацыi 
 
Профiль папярэчнай хвалi дэфармацыi на першым кроку азначаецца ў 

адпаведнасцi з 5.1.1, а далей адбываецца паслядоўная перадача ўзаемадзеянняў 
1

iU , (i=i+1 цi i=i-1 у залежнасцi ад кiрунка хвалi) з адпаведнай зменай 

месцазнаходжання элементаў 1
iS . 

У спрошчаным выглядзе гэты працэс адлюстраваны на мал.5.3. 
Для прадольных хваляў дэфармацыi адбываецца змена аб'ёма 

ўзаемадзеянняў ))((3 tU i  сумежных элементаў і іх паслядоўная перадача (i=i+1 
цi i=i-1) у залежнасцi ад перанесенай масы (мал.5.3 (a)). 
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5.1.4. Мадэляванне кінематычных механізмаў 
 

Згаданая тэхналогія азначэння і разліку рухаў выкарыстана пры стварэнні 
(канструяванні) сістэмы кіравання захватам многазвенных механізмаў (робатаў) 
сумесна з лабараторыяй аўтаматызацыі і робатаў Патраскага Універсітэта 
(Грэцыя) у рамках праекта AMETMAS-NoE-CP96-0026 праграмы INCO- 
COPERNICUS Еўрапейскага Саюза (Robot Control System Design).  

Мноства самых разнастайных перамяшчэнняў маніпулятара ў трохмернай 
прасторы забяспечваецца ў асноўным за кошт кінематычных механізмаў усяго 
двух тыпаў - механізма паступальнага руху і механізма вярчальнага руху. Працэс, 
адлюстраваны на мал. 5.1 c) адпавядае элементарнаму кінематычнаму механізму 
- зваротна-паступальнай пары, працэс на мал. 5.1 d)  - паваротнай пары. 

Гэтыя выразы (алгарытмы) выкарыстаны пры даследаванні магчымасцей 
многазвенных шарнірных кінематычных механізмаў і  стварэння гібкіх 
маніпулятараў, у прыватнасці, пры праектаванні канструкцыі гібкага 
маніпулятара з паслядоўным злучэннем васьмі аднолькавых гібкіх звеньяў, з 
дзвюма ступенямі рухавасці кожнае. 

Метады кіравання рухам робатаў без спецыяльных сродкаў навядзення 
ўжываюцца толькі ў спрошчаным, упарадкаваным штучным асяроддзі, напрыклад 
у заводскім цэху. Недахоп сучасных сістэм кіравання захватам робата, які 
выконвае дастаткова складаныя аперацыі ў асяроддзі са зменлівымі ўмовамі, і 
вызначэння становішча і арыентацыі робатаў у неаднародным навакольным свеце 
- высокі кошт і унікальнасць сістэмы кіравання па дадзеным бягучага 
месцазнаходжання і арыентацыі робата, а таксама яе эксплутацыйнага 
забеспячэння і абмежаванняў на маршрут рухаў робата.  

Азначэнне ў адзінай мадэлі навакольнага свету, канструкцыі (будовы) 
робата, сістэмы кіравання ім дазваляе наблізіцца да стварэння універсальных 
шматмэтавых сістэм кіравання робатамі-маніпулятарамі. 

 
 

5.2. Матэматычныя выразы станаў размернасці будовы 
 

На мал. 5.4 прыведзены рост размернасці будовы сістэмы - прыклад 
выканання дзеяння змены маштабу - (канструктыўная схема базы звестак), на мал 
5.5 - адпаведныя яму выразы ўмоўных аб’ектаў: умоўных кропак, лініі, паверхні. 

Выпадак (а) на мал.5.4 датычыцца ўмоўнай кропкі: адзінкі 
~~

  (кропкі) 

утрымліваюць у іх будовах  
~~

 адзінкі раней складзеных страт  
~~

 і месца для 

ўзаемадзеянняў з магчымым каардынатарам (клеткі 
~~

  рэзервуюцца для 
магчымых сігналаў каардынацыі, а пустыя клеткі - для азначэння ўзаемадзеянняў 

сістэмы 
~~

  з другімі адзінкамі ўзроўня 
~~ ).  
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Выпадак (б): адзінкі  звязваюцца ў лініі  з іх узаемадзеяннямі  
і сігналамі каардынатара  (такім чынам лініі ўтвараюць паверхню). 

(в): паверхні звязваюцца ў 3-мерны аб’ект узаемадзеяннямі ; іх выразы 
ўтрымліваюць месца для магчымых сігналаў каардынацыі . 

 
 

 

 
~~


~~

 
~~

~

U

~




~~

U
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5.3. Прыклады тэхналагiчных аперацый над лiставымi дэталямi 
 

Для комплекснага рашэння тэхнiчных пытанняў у САПР i АСК ТПВ 
сiмвальны выраз аб'екта канструявання павiнны быць арыентаваны на дыялог з 
канструктарам-тэхнолагам [96]. У гэтым выпадку з'яўляецца магчымасць 
канструявання геаметрычных форм дэталяў i канструкцый тэхнічных аб’ектаў у 
сістэмах праектавання ў тэрмiнах тэхналагiчных аперацый, iмiтуючы ў САПР 
працэс вырабу дэталi з загатоўкi. Такiм чынам, адначасова з выразам аб'екта 
з'яўляецца ўзгоднены з iм ланцуг тэхналагiчных аперацый. Гэты ланцуг можна 
лiчыць крынiчным варыянтам апiсання тэхналагiчнага працэса i ў далейшым 
замяняць на больш рацыянальны ў рамках АСК ТПВ. 

Рашэнне падобных задач ускладняецца неабходнасцю апрацоўкi вялiкiх 
аб'ёмаў рознахарактарных звестак. Прымяненне матэматычнага выраза 
iерархiчнай многаўзроўневай сiстэмы з дынамiчнымi аб'ектамi дае прымальнае 
для практычных мэт рашэнне разглядаемай задачы. 

Назвы аперацый выбiраюцца са слоўнiка канструктара ці тэхнолага; тым 
самым значна знiжаюцца выдаткi на яго дадатковае навучэнне карыстанню 
сiстэмай. Увядзенне новых аперацый У дадзеным выпадку зводiцца да азначэння 
працэса пераўтварэння геаметрычнага аб'екта з iснуючага крынiчнага стану ў 
патрабуемы канчатковы. Кожная канструктарска-тэхналагiчная аперацыя 
сiнтэзуецца пры гэтым з мноства элементарных пераўтварэнняў геаметрычнага 
аб'екта. Сiнтэз адбываецца па агульных правiлах руху іерархічнай 
многаўзроўневай сістэмы ў прасторы ўзроўняў. 

Прапануемы сiмвальны выраз геаметрычнага аб'екта дазваляе, у 
прыватнасцi, iмiтаваць чатыры асноўных выпадкi дэфармацыi халоднай лiставой 
штампоўкi (мал. 5.6): 

 - рэзка - аддзяленне адной часткi матэрыялу ад другой па замкнёнаму цi 
незамкнёнаму контуру; 

 - выгiбанне - ператварэнне плоскай загатоўкi ў загнутую дэталь; 
 - выцяжка - ператварэнне плоскай загатоўкi ў полую дэталь цi далейшая 

змена яе памераў; 
 - фармоўка - змена формы дэталi цi загатоўкi шляхам лакальных 

дэфармацый рознага характару. 
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Мал. 5.6. Узоры тэхналагічных аперацый формаўтварэння 
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5.3.1. Апiсанне праграмнай рэалiзацыi 
 

Прапануемы падыход i алгарытмы, распрацаваныя ў гэтай рабоце, 
рэалiзаваны ў выглядзе 4-х праграмных комплексаў. Праграмы напiсаны на мове 
праграмавання Паскаль i выконваюцца пад кiраваннем аперацыйнай сiстэмы MS 
DOS (версii 3.31-5.0). Дадзеная праграмная рэалізацыя адпавядае выпадку SP ,  

з табліцы 2.1 і здзяйсняецца з дапамогай стратэгіі каардынацыі 
0S . 

Першы комплекс праграм рэалiзуе ўвод (падрыхтоўку) i кантроль 
адпаведнасцi зыходных дадзеных ),,,(  . Другi комплекс праграм рашае 
задачу выбару структуры ўзаемадзеянняў U  у залежнасцi ад характарыстык 
матэрыяла. Трэцi выконвае разбiццё на канструктыўныя элементы ў залежнасцi 
ад зыходных дадзеных, матэрыяла дэталi, аперацыi формаўтварэння (мал.5.6) i 
выконвае дзеяннi метрычнага пераўтварэння. Апошнi адлюстроўвае вынiкi 
выканання аперацый формаўтварэння. 

Кожны комплекс праграм складаецца з асноўнай функцыi i набора 
дадатковых функцый. 

У асноўнай функцыi ўтрымлiваюцца аператары iнiцыалiзацыi графiчнага 
рэжыма работы дысплея, аператары звароту да дадатковых функцый i 
адлюстравання вынiкаў выканання кожнай з iх. Гэта адлюстраванне рэалiзуецца 
па нацiсканню азначанай клавiшы цi камбiнацыi клавiш. Усе апiсаннi функцый, 
азначэнне глабальных зменных i канстант, шаблоны структур i апiсаннi масiваў 
сабраны ў спецыяльных файлах загалоўкаў, маючых пашырэнне .dm. Для 
кiравання зваротамi да дадатковых функцый служыць меню.  

Праведзеная ацэнка вылiчальнай складанасцi працэдур геаметрычнага 
канструявання i iмiтацыi дзеянняў формаўтварэння прапануемымi метадамi 
характарызуе дапушчальнасць (прымальнасць) розных этапаў мадэлявання для 
iнтэрактыўнай работы. 

ПК уваходзiць у склад падсiстэмы САПР тэхналагiчнай падрыхтоўкi 
вытворчасцi i ўкаранёны ў вытворчым аб'яднаннi "Экран", г.Барысаў. 

 
 

 
5.4. Высновы 

 
Практычныя вынiкi дысертацыi ўкаранёныя ў навукова-даследчых i 

вопытна-канструктарскiх праектах у НВА "Гарызонт" (праектаванне i 
распазнаванне дэфектаў друкаваных плат), вытворчым аб'яднаннi "Экран" (у 
сродках САПР тэхналагiчнай падрыхтоўкi вытворчасцi), Гандлёва-прамысловым 
саюзе (тэхналогiя канструявання дэталяў машiн у iерархiчных многаўзроўневых 
сiстэмах), у праектах ICIMS-NoE i AMETMAS-NoE-CP96-0026 праграмы INCO- 
COPERNICUS Еўрапейскага Саюза (Robot Control System Design), а таксама ў 
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навучальным працэсе Беларускага унiверсiтэта культуры (пры правядзеннi 
лабараторных работ па курсу "Камп'ютэрная графiка"), Вучэбнага Цэнтра 
павышэння квалiфiкацыi вышэйшых iнжынерных кадраў прадпрыемстваў 
радыётэхнiчнай, электроннай, электратэхнiчнай, оптыка-механiчнай i прыбора-
будаўнiчай галiн Мiнiстэрства прамысловасцi пры БДПА "Кадры iндустрii" 
"Сучасныя тэхналогii i паляпшэнне эфектыўнасцi вытворчасцi" і гімназіі-коледжа 
№ 24. 

Разгледжаны ўзоры рашэння задач згiбання плоскай лiставой дэталi, 
пабудовы бягучых хваляў дэфармацыi прапанаванымi сродкамi. 

На базе разгледжанага геаметрычнага выраза распрацаваны шэраг 
эфектыўных алгарытмаў, сярод якiх алгарытмы выгiбання i згiбання ў цылiндр, 
бягучых хваляў дэфармацыi i iншыя. 

Прымяненне гэтых алгарытмаў дазваляе паменьшыць час вылiчэнняў на 
парадак ў параўнаннi са стандартнымi алгарытмамi (МКЭ, МГЭ) пры 
аднолькавых зыходных умовах i атрымаць пры гэтым болей iнфарматыўны вынiк 
(выводзiцца рух трохмерных аб'ектаў). Распрацаваныя метады устойлiвыя да 
хiбнасцi разлiкаў. Распрацаваныя алгарытмы маюць меншую залежнасць ад 
колькасцi элементаў разбiення i прымяняюцца як для iмiтацыi рухаў з пераносам 
масы, так i для аперацый формаўтварэння. 

Упершыню прыменены агульныя зоны (узаемадзеяннi) сумежных 
элементаў для накладання канструктыўных абмежаванняў. Выкарыстоўванне 
гэтых агульных абласцей паскарае выкананне пераўтварэнняў i на парадак 
памяншае вылiчальную складанасць i патрабаваннi да памяцi ЭВМ. 

Практычная рэалiзацыя i выкарыстанне распрацаванага ПЗ дазваляе зрабiць 
высновы адносна перспектыўнасцi прапанаванага падыхода да азначэння аб'екта 
канструявання ў САПР сродкамi тэорыi iерархiчных многаўзроўневых сiстэм i 
прымянення распрацаваных метадаў iмiтацыi рухаў i дэфармацый. 

Эксперыментальныя выпрабаваннi i эксплуатацыя распрацаванага ПЗ 
пацвярджаюць шырокiя магчымасцi, эфектыўнасць i мэтазгоднасць  
выкарыстання прапануемых сродкаў. 

Рэкамендацыi па выкарыстоўванню - прапануемая сiстэма геаметрычных 
выразаў i распрацаваныя метады рухаў i дэфармацый могуць быць выкарыстаны 
ў САПР (у працэсах iх стварэння i дзейнасцi) i ў сiстэмах робататэхнiкi. РЕ
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ЗАКЛЮЧЭННЕ 
 

Развiццём сiстэм аўтаматызаванага праектавання, ростам аб'ёмаў iх 
выкарыстання на сучасным этапе абумоўлены значнасць i актуальнасць 
далейшых даследаванняў i распрацоўкi болей дасканалых падыходаў да азначэння 
аб'екта канструявання i ўсiх этапаў яго жыццёвага цыкла. 

Зараз iснуюць (у праекцыi на тэму працы) два адасобленыя кiрункi 
стварэння i апрацоўкi геаметрычных мадэляў аб'екта канструявання, адзiн з якiх 
арыентаваны на праектаванне рухаў, а другi - на аналiз дэфармацый. Iх сувязь у 
сучасных сiстэмах праектавання у яўным выглядзе не ўлiчваецца, што робiць iх 
недастаткова адпаведнымi рэальным задачам i, як вынiк, недастаткова 
эфектыўнымi. 

Немагчымасць рашэння задач узгодненай змены структур розных узроўняў 
(сувязi рухаў i дэфармацый) абумоўлена, у першую чаргу, недастатковасцю 
наяўнага тэарэтычнага апарата, якi звязвае геаметрыю аб'ектаў i iх навакольны 
свет з фiзiчнымi характарыстыкамi. Зроблена выснова, што рашэнне пастаўленай 
задачы з дапамогай раней вядомых матэматычных метадаў не ўяўляецца 
магчымым, у сувязi з чым узнiкае неабходнасць распрацоўкi спецыяльных 
метадаў. 

У дысертацыi абаснавана неабходнасць стварэння такiх тэарэтычных 
сродкаў i прапанаваны шляхi яе рэалiзацыi [97, 98]. Распрацаваны новы падыход 
да рашэння праблемы аб'яднання метадаў азначэння дынамiкi структур. Далей 
пералiчаны асноўныя навуковыя i практычныя вынiкi работы. 

1.  Распрацавана тэарэтычная аснова механiзмаў разлiку рухаў i 
дэфармацый аб'ектаў канструявання - iерархiчная многаўзроўневая сiстэма 
геаметрычных выразаў аб'ёмных цел [87, 88, 91, 93, 99-103], якая ў адрозненне ад 
раней вядомых мае шэраг новых адзнак:  

- наяўнасць структур у геаметрычных аб'ектаў любой размернасцi (у тым 
лiку ў кропак); 

- бесперапыннае злучэнне дыскрэтных сiстэм сваiмi элементамi болей 
нiзкiх узроўняў; 

- магчымасць росту (агрэгавання) i знiжэння ўзроўня геаметрычных 
характарыстык (змянення тапалагiчных характарыстык аб'ектаў са зменай iх 
маштабаў); 

- мiжузроўневыя сувязi геаметрычных параметраў з фiзiчнымi 
(дынамiчнымi) характарыстыкамi сiстэм. 

Праведзена даследаванне ўласцiвасцей i асаблiвасцей класаў структур 
геаметрычных аб'ектаў, на аснове якiх стала магчымай практычная рэалiзацыя 
пастаўленай задачы. 

2. Упершыню ўведзены паняццi ўмоўных кропак, лiнiй, кавалкаў 
паверхняў. У вынiку даследавання ўласцiвасцей умоўных кропак адзначана, што 
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клас дзеянняў з iмi багацей за адпаведны клас з iдэальнымi аб'ектамi - дадаюцца 
два новыя дзеяннi: маштабаванне i змена (знiжэнне цi павышэнне) ўзроўня. 

Даследаваны канструктыўныя ўласцiвасцi i асаблiвасцi, на аснове якiх 
вызначаны спосабы пабудовы любой сiстэмы азначаных класаў. 

Прапанавана азначэнне канструктыўнай размернасцi i звязанасцi i спосабы 
iх разлiкаў [91, 99-101, 103-105]. 

3. Распрацавана сістэма дзеянняў, якая дазваляе кіраваць зменамі 
геаметрычных выразаў. Уведзены два механiзмы дынамiкi сiстэмы: развiццё ва 
ўмовах раўнавагi (не змяняе ўзровень) i развiццё ва ўмовах росту (адбываецца 
змена ўзроўня (размернасці) сiстэмы). 

Для кожнага механiзма разгледжаны адпаведныя яму дзеяннi складання 
(злучэння) i множання (дзялення); выяўлены iх матэматычныя ўласцiвасцi. 

Праведзенае даследаванне дазволiла зрабiць выснову, што дзеяннi 
складання ва ўмовах росту адпавядаюць працэсам сiнтэза структур, а iмiтацыя 
рухаў i дэфармацый грунтуецца на дзеяннях злучэння ва ўмовах раўнавагi. 
Дзеяннi множання, у адрозненне ад складання, дазваляюць здзяйсняць змену 
ўзроўня (размернасцi) за адзiн крок. Але iх асноўнае прызначэнне - кiраваць 
зменай стратэгiй каардынацыi. [85. 87, 103-111]. 

4. Прапанаваны i даследаваны новыя тэарэтычныя сродкi iмiтацыi звязаных 
рухаў i дэфармацый [85, 86, 88, 93, 107. 112-118]: 

- прапанавана азначэнне фiзiчных характарыстык у тэрмiнах iерархiчных 
многаўзроўневых сiстэм, сувязь геаметрычных i фiзiчных параметраў; 

- азначэнне рухаў i дэфармацый уведзена сродкамі iерархiчных 
многаўзроўневых сiстэм як узгодненае змяненне структур розных узроўняў. Гэта 
дазволiла стратыфiкаваць рухi i дэфармацыi па iх прыродзе i па ўзроўнях 
азначанасцi ведаў аб iх. Тым самым задача кiравання рухамi i дэфармацыямi 
зведзеная да задачы каардынацыi ў iерархiчных многаўзроўневых сiстэмах.  

Такiм чынам, тэарэтычны базiс, пакладзены ў аснову дысертацыйнай 
работы, меў вырашальны ўплыў на атрыманыя вынiкi. Яго прымяненне азначае 
таксама магчымасць стандартызацыi iнфармацыйных сродкаў на ўсiх узроўнях 
сiстэм канструявання, што павышае практычную значнасць работы. 

5.  На базе прапанаванага геаметрычнага выраза распрацавана 
кібернетычная тэхналогія ўтварэння сістэм рознай размернасці і разліку іх рухаў. 
Адметная рыса гэтай тэхналогіі - магчымасць прымянення ў такіх практычных 
задачах, дзе змена будовы вядзе да змены палажэння ў навакольным свеце. Гэты 
эфект мае ключавое значэнне ў задачах канструявання і разліку рухаў гібкіх 
многазвенных маніпулятараў і біямеханічных робатаў. Распрацаваны шэраг 
эфектыўных алгарытмаў формаўтварэння i рухаў з пераносам масы (бягучых 
хваляў дэфармацыi). Упершыню прапанавана прымянiць агульныя зоны 
(узаемадзеяннi) сумежных элементаў для накладання канструктыўных 
абмежаванняў, што паскорыла выкананне пераўтварэнняў i паменшыла 
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вылiчальную складанасць i патрабаваннi да рэсурсаў ЭВМ [108-110, 117, 119-
122]. 

Эксперыментальныя выпрабаваннi i эксплуатацыя распрацаванага 
праграмнага забеспячэння пацвярджаюць новыя магчымасцi, эфектыўнасць i 
мэтазгоднасць выкарыстання прапануемых сродкаў. 

Практычныя вынiкi дысертацыi ўкаранёныя ў навукова-даследчых i 
вопытна-канструктарскiх праектах у НВА "Гарызонт" (праектаванне i 
распазнаванне дэфектаў друкаваных плат), вытворчым аб'яднаннi "Экран" (у 
сродках САПР тэхналагiчнай падрыхтоўкi вытворчасцi), Гандлёва-прамысловым 
саюзе (тэхналогiя канструявання дэталяў машiн у iерархiчных многаўзроўневых 
сiстэмах), у праектах ICIMS-NoE i AMETMAS-NoE-CP96-0026 праграмы INCO- 
COPERNICUS Еўрапейскага Саюза (Robot Control System Design), а таксама ў 
навучальным працэсе [123-127] Беларускага унiверсiтэта культуры (пры 
правядзеннi лабараторных работ па курсу "Камп'ютэрная графiка"), Вучэбнага 
Цэнтра павышэння квалiфiкацыi вышэйшых iнжынерных кадраў прадпрыемстваў 
радыётэхнiчнай, электроннай, электратэхнiчнай, оптыка-механiчнай i прыбора-
будаўнiчай галiн Мiнiстэрства прамысловасцi пры БДПА "Кадры iндустрii" 
"Сучасныя тэхналогii i паляпшэнне эфектыўнасцi вытворчасцi" і гімназіі-коледжа 
№ 24. 

Рэкамендацыi па выкарыстанню - прапанаваная сiстэма геаметрычных 
выразаў i распрацаваныя метады аналiза рухаў i дэфармацый могуць быць 
выкарыстаны як для канструявання геаметрычных аб'ектаў, так i для iмiтацыi 
змены рэальных сістем і стварэнне механізмаў кіравання імі. 

Дысертацыйная работа не прэтэндуе на паўнату рашэння пастаўленай 
задачы i з'яўляецца хутчэй указаннем магчымых шляхоў яе рашэння, якiя 
патрабуюць далейшых навуковых даследаванняў - тэарэтычных i 
эксперыментальных. 
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